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√2’nin kesirli bir say› olmad›¤› yaklafl›k iki bin
y›ld›r biliniyor. Ama √2 say›s› x2  2 polinomunun
köküdür. 

say›s› da x4  4x2 + 1 polinomunu s›f›rlar. Bu po-
linomu flu hesaplar› yaparak bulabiliriz:

olsun. O zaman s›ras›yla flu eflitlikler elde edilir:
x2 = 2  √3,
√3 = 2  x2,
3 = (2  x2) = 4  4x2 + x4,
x4  4x2 + 1 = 0.

E¤er bir gerçel say›, katsay›lar› kesirli say›lar
olan ama s›f›r olmayan bir polinomun köküyse bu
say›ya �����������	denir. 

Tabii ki bu tan›ma göre tüm kesirli say›lar ce-
birseldir: p/q kesirli say›s› x  p/q polinomunun kö-
küdür.

Verilmifl bir cebirsel say› için, bu say›da s›f›r
de¤erini alan bir polinom bulmak kolay olmayabi-
lir. Zorlu¤a örnek ar›yorsan›z, cebirsel oldu¤u ku-
ramsal baz› olgulardan ç›kan

a = 1 + √2 + √3 + √5 + √7
say›s›n› s›f›rlayan 0’dan farkl› bir polinom bulma-
ya çal›flabilirsiniz. (16’›nc› dereceden bir polinom
bu görevi görür ve daha küçük derceeli polinomlar
bu say›y› s›f›rlamazlar.)

Acaba cebirsel olmayan bir say› var m›d›r? Ce-
birsel olmayan say›lara �
�	����	denir. Demek ki
sorumuz aflk›n say›lar›n olup olmad›¤›. Bu sorunun
yan›t› hiç de bariz de¤ildir.

Aflk›n bir say› bulmak, 18 ve 19’uncu yüzy›l
matemati¤inin en önemli problemlerinden biriydi.
Bu problem 1844’te Joseph Liouville bir say› yara-
t›p onun aflk›n oldu¤unu gösterinceye kadar, hatta
daha sonra da önemini kaybetmedi. 

e ve !’nin aflk›n say›lar olabilece¤ini ilk kez Jo-
hann Heinrich Lambert 1761’de ortaya att›. San›-

s›n› kan›tlayamasa da !’nin kesirli bir say› olmad›-
¤›n› kan›tlad›. e’nin kesirli bir say› olmad›¤›n› MD-
2007-IV, sayfa 35’te kan›tlam›flt›k.

‹lk aflk›n say› örnekleri Liouville taraf›ndan
1851’de verildi. Örne¤in bu yaz›da kan›tlayaca¤›-
m›z Liouville’in teoremine göre, Liouville say›s›
olarak bilinen

say›s› aflk›nd›r. Liouville’in yöntemi daha birçok
aflk›n say› verir. Ama bu örnekler matematikte pek
kullan›lmayan say›lar. Dahas›, Liouville’in teore-
minin yaratt›¤› aflk›n say› örnekleri, Lambert’in
1761 san›s›n› kan›tlamaya yetmiyor. 

1873’de Charles
Hermite e say›s›n›n afl-
k›n oldu¤unu kan›tla-
d›. Böylece tarihte ilk
kez klasik bir say›n›n
aflk›n oldu¤u kan›tlan-
m›fl oldu.

! say›s›n›n aflk›nl›-
¤›n› bundan k›sa bir
süre sonra, 1882’de,
Ferdinand von Linde-
mann kan›tlad›1.

Liouville Say›lar›
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Aflk›n say›lar›n varl›¤›n›n en kolay kan›t› Can-
tor’un say›labilirlik kavram›ylad›r. Bunun kan›t›n›
MD-2006-III, Sonuç 22, sayfa 27’de vermifltik. Bir
defa daha vermekte bir sak›nca görmüyoruz:

Teorem (Cantor). Aflk›n say› vard›r. Hatta sa-

y›lamaz sonsuzlukta vard›r.
Kan›t: Katsay›lar› kesirli say›lar olan polinom-

lar kümesinin say›labilir sonsuzlukta oldu¤unu bi-
liyoruz. (Bkz. MD-2006-III, Sonuç 3, sayfa 24.)
Ayr›ca her polinomun en fazla derecesi kadar kö-
kü vard›r. Bu iki olgudan say›labilir sonsuzlukta
cebirsel say› oldu¤u ç›kar. Ama gerçel say›lar kü-
mesi say›lamaz sonsuzluktad›r (Bkz. MD-2006-III,
Teorem 21, sayfa 27). Demek ki say›lamaz sonsuz-
lukta cebirsel olmayan, yani aflk›n say› vard›r. n

fiu ana kadar MD’de bir aflk›n say› örne¤i gör-
medik. 

Cantor’un yukarda verdi¤imiz kan›t›n›n tarihi
1891’dir. O zamanlar matematikçilerin ço¤u an-
cak karfl›lar›nda aç›k aç›k görmedikçe bir fleyin
varl›¤›na kolay kolay inanmad›klar›ndan, Can-
tor’un bu kan›t›n› - en hafif deyimle - kuflkuyla
karfl›lanm›flt›r. Örne¤in ünlü Kronecker cebirsel
say›lar›n say›labilir oldu¤unun kan›t›n› bile kabul
etmemifltir. Sadece Kronecker de¤il, Poincaré,
Weyl, Brouwer gibi çok ünlü matematikçiler de
Cantor’un bulufllar›n› reddetmifllerdir. Örne¤in,
ça¤›n›n en büyük iki matematikçisinden biri olan
Poincaré, Cantor’un teorisini tehlikeli bir hastal›k
olarak, Kronecker de Cantor’u “gençli¤in beynini
y›kayan bilimsel bir flarlatan” olarak nitelemifltir.

Liouville Say›lar›

a & 0, cebirsel bir say› olsun. a’n›n, 0 polino-
mundan farkl› olan

ƒ(x) = ƒmxm + ƒm 1xm 1 +  + ƒ0 '  [x] 
polinomunun kökü oldu¤unu varsayal›m. ƒm & 0
varsay›m›n› yapabiliriz. Bu durumda,

ƒ(a) = ƒmam + ƒm 1am 1 +  + ƒ0 = 0
oldu¤undan, ƒmam terimini eflitli¤in sa¤›na geçirip
tüm ifadeyi gene bu terime bölersek,

elde ederiz. Demek ki e¤er,

ise
|a| < M + 1

olmal› çünkü aksi halde 

çeliflkisini elde ederiz.
fiimdi p/q kesirli say›s› a’ya 1/q kadar yak›n ol-

sun:

Bu eflitsizli¤i sa¤layan p ve q say›lar›n› bulmak hiç
zor de¤ildir: E¤er q ≥ 1 tamsay›s› verilmiflse, p/q sa-
y›lar›n›n hepsi a’dan küçük olamaz. p/q ≤ a eflitsiz-
li¤ini sa¤layan en büyük p do¤al say›s›n› alal›m,

oldu¤undan, istenen eflitsizli¤i elde ederiz.
Bir de ayr›ca p/q’nün ƒ ’nin bir kökü olmad›-

¤›n› varsayal›m, ki q’yü yeterince büyük al›rsak
ve a ≠ p/q ise bu koflul kendili¤inden sa¤lan›r. 
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1 Lindemann çok daha genel bir teorem kan›tlad›: E¤er a cebir-

sel bir say›ysa ea aflk›n bir say›d›r. MD’de görmedi¤imiz (ama
karmafl›k say›lar› tan›mlam›fl olsayd›k kolayl›kla kan›tlayabi-
lece¤imiz) meflhur Euler formülüne göre ei! =  1 eflitli¤i geçer-
lidir, demek ki ei! cebirseldir ve Limdemann Teoremi’ne gö-
re i! cebirsel olamaz. Ama i cebirsel oldu¤undan (i2 =  1’dir),
! de cebirsel olamaz (yoksa i! çarp›m› cebirsel olurdu).
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E¤er ƒ(p/q) ifadesinde paydalar› eflitlersek, bir
0 ≠ A '  tamsay›s› için,

biçiminde bir ifade buluruz. Ortalama De¤er teore-
mi’nden [MD-2010-II, Teorem 1, sayfa 61] dolay›,
a ile p/q aras›nda öyle bir 9 say›s› vard›r ki,

olur. Elbette,

olur. Buradan da,
ƒ :(x) = mƒmxm 1 + (m 1)ƒm 1xm 2 +  + ƒ1

eflitli¤ini kale alarak,
|ƒ :(9)| = |mƒm9m 1 + (m 1)ƒm 19m 2 +  + ƒ1|

≤ m|ƒm||9|m 1 +  + |ƒ1|
≤ m|ƒm|(M+2)m 1 +  + |ƒ1| = K

ç›kar. Bu arada, yukarda tan›mlanan K say›s›n›n,
aynen M gibi, sadece ƒ’nin katsay›lar›na, yani ƒ’ye
ba¤›ml› oldu¤una dikkatinizi çekeriz. Bu son eflit-
sizlikten ve di¤erlerinden,

yani

ç›kar. fiimdi q say›s›n› K’dan daha büyük al›rsak

buluruz. Buldu¤umuzu yazal›m:

Teorem [Liouville]. E¤er a, katsay›lar› tamsay›

olan m’inci dereceden bir polinomun köküyse, o za-

man belli bir K say›s›ndan büyük her q ' ! do¤al

say›s› için flu özellik sa¤lan›r: E¤er p '  bir tamsa-

y›ysa ve

eflitsizliklerini sa¤l›yorsa,

eflitsizlikleri de sa¤lan›r. n

Sonuç [Liouville]. a ≠ 0 bir gerçel say› olsun.
E¤er sonsuz say›da q ' ! için,

eflitsizliklerini sa¤layan bir p tamsay›s› bulunabili-

yorsa, o zaman a say›s› m’den daha küçük derece-

li ve katsay›lar› tamsay› olan bir polinomun kökü

olamaz. E¤er bu koflul sonsuz say›da m için ger-

çeklefliyorsa o zaman a cebirsel olamaz.

Kan›t: ƒ & 0, derecesi m < n olan ve a’y› s›f›rla-
yan bir polinom olsun. O zaman xn (m+1)ƒ polino-
mu da a’y› s›f›rlar ve derecesi n 1’dir. Ama bu da
teoremle çeliflir. Birinci önerme kan›tlanm›flt›r.
‹kinci önerme de bundan ç›kar. n

Sonuç. E¤er (ai)i, 0’dan 9’a kadar olan rakam-

lardan oluflan ve bir zaman sonra sabit 0 olmayan

bir diziyse o zaman

say›s› aflk›nd›r.
Kan›t: Bir m do¤al say›s› sabitleyelim. q = 10m!

olsun. Ve p say›s›n›

olacak biçimde seçelim. O zaman,

olur.Sonuç bir önceki sonuçtan ç›kar. n

Sonuç. Aflk›n say›lar say›lamaz sonsuzluktad›r.
Kan›t: Yukardaki sonuçtaki a say›s›n›

say›s›na götüren fonksiyon istedi¤imiz sonucu ve-
rir. n

Kaynakça

George Valiron, Théorie des Fonctions, Masson et Cie, Paris
1966.
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