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V2’nin kesirli bir say1 olmadig1 yaklasik iki bin
yildir biliniyor. Ama 2 sayis1 x2 — 2 polinomunun

kokidiir.
a=+\2- \/g

sayist da x* — 4x2 + 1 polinomunu sifirlar. Bu po-
linomu su hesaplari yaparak bulabiliriz:

x=a=\/2—«5

olsun. O zaman sirasiyla su esitlikler elde edilir:
x2=2-13,
V3 =2 - x2,
3 =(2-x2)=4—4x2 + x4,
xt-4x2+1=0.

Eger bir gercel sayi, katsayilari kesirli sayilar
olan ama sifir olmayan bir polinomun kokiiyse bu
sayiya cebirsel sayr denir.

Tabii ki bu tanima gore tim kesirli sayilar ce-
birseldir: p/q kesirli sayisi x — p/q polinomunun ko-
kudiir.

Verilmig bir cebirsel sayi i¢in, bu sayida sifir
degerini alan bir polinom bulmak kolay olmayabi-
lir. Zorluga 6rnek ariyorsaniz, cebirsel oldugu ku-
ramsal bazi olgulardan ¢ikan

a=1+V2+V3+5++7
sayisint sifirlayan 0’dan farkli bir polinom bulma-
ya caligabilirsiniz. (16’imnc1 dereceden bir polinom
bu gorevi gorur ve daha kiguk derceeli polinomlar
bu sayiy1 sifirlamazlar.)

Acaba cebirsel olmayan bir say1 var midir? Ce-
birsel olmayan sayilara askin sayr denir. Demek ki
sorumuz agkin sayilarin olup olmadigi. Bu sorunun
yanit1 hi¢ de bariz degildir.

Agkin bir say1 bulmak, 18 ve 19’uncu yuzyil
matematiginin en 6nemli problemlerinden biriydi.
Bu problem 1844°te Joseph Liouville bir say1 yara-
tip onun askin oldugunu gosterinceye kadar, hatta
daha sonra da 6nemini kaybetmedi.

e ve 'nin agkin sayilar olabilecegini ilk kez Jo-
hann Heinrich Lambert 1761’de ortaya att1. Sani-
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sin1 kanitlayamasa da n’nin kesirli bir say1 olmadi-

gin1 kanitladi. e’nin kesirli bir say1 olmadigint MD-
2007-1V, sayfa 35’te kanitlamustik.

Lambert (1728-1777)

Ik agkin sayr ornekleri Liouville tarafindan
1851°de verildi. Ornegin bu yazida kanitlayacag:-
miz Liouville’in teoremine gore, Liouville sayisi

sayist askindir. Liouville’in yontemi daha bircok

olarak bilinen

agkin say1 verir. Ama bu 6rnekler matematikte pek
kullanilmayan sayilar. Dahasi, Liouville’in teore-
minin yarattigi askin sayr Ornekleri, Lambert’in
1761 samisimi kanitlamaya yetmiyor.

1873’de  Charles

Hermite e sayisinin as-

kin oldugunu kanitla-
di. Boylece tarihte ilk
kez klasik bir sayinin
askin oldugu kanitlan-
mis oldu.

7 sayisinin agkinli-

g bundan kisa bir

siire sonra, 1882’de,

Liouville (1809-1882)

Ferdinand von Linde-
mann kanitladil.
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Agkin sayilarin varliginin en kolay kaniti Can-
tor’un sayilabilirlik kavramiyladir. Bunun kanitini
MD-2006-111, Sonug 22, sayfa 27°de vermistik. Bir
defa daha vermekte bir sakinca gérmityoruz:

Hermite (1822-1901)

Lindemann (1852-1939)

Teorem (Cantor). Askin sayr vardir. Hatta sa-
yilamaz sonsuzlukta vardir.

Kant: Katsayilar: kesirli sayilar olan polinom-
lar kiimesinin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu bi-
liyoruz. (Bkz. MD-2006-1II, Sonug 3, sayfa 24.)
Ayrica her polinomun en fazla derecesi kadar ko-
kt vardir. Bu iki olgudan sayilabilir sonsuzlukta
cebirsel say1 oldugu cikar. Ama gergel sayilar ku-
mesi sayilamaz sonsuzluktadir (Bkz. MD-2006-I11,
Teorem 21, sayfa 27). Demek ki sayilamaz sonsuz-
lukta cebirsel olmayan, yani agkin sayi vardir. [J

Su ana kadar MD’de bir agkin say1 6rnegi gor-
medik.

Cantor’un yukarda verdigimiz kanitinin tarihi
1891°dir. O zamanlar matematikgilerin ¢cogu an-
cak kargilarinda agik agik gormedikce bir seyin
varhgina kolay kolay inanmadiklarindan, Can-
tor’un bu kanitini - en hafif deyimle - kuskuyla
karsilanmistir. Ornegin iinlii Kronecker cebirsel
sayilarin sayilabilir oldugunun kanitini bile kabul
etmemistir. Sadece Kronecker degil, Poincaré,
Weyl, Brouwer gibi cok inli matematikgiler de
Cantor’un buluslarmi reddetmislerdir. Ornegin,
¢aginin en biytik iki matematikgisinden biri olan
Poincaré, Cantor’un teorisini tehlikeli bir hastalik
olarak, Kronecker de Cantor’u “gengligin beynini
yikayan bilimsel bir gsarlatan” olarak nitelemistir.

1 Lindemann ¢ok daha genel bir teorem kanitladi: Eger a cebir-
sel bir sayrysa e askin bir sayidir. MD’de gérmedigimiz (ama
karmagik sayilari tanimlamig olsaydik kolaylikla kanitlayabi-
lecegimiz) meshur Euler formiiliine gore ei™ = —1 esitligi gecer-
lidir, demek ki ei™ cebirseldir ve Limdemann Teoremi’ne go-
re in cebirsel olamaz. Ama i cebirsel oldugundan (i2 = —1°dir),
nt de cebirsel olamaz (yoksa in ¢carpimu cebirsel olurdu).
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Liouville Sayilart

a # 0, cebirsel bir say1 olsun. @’nin, 0 polino-
mundan farkli olan

flx) = f,x+ fx™ L+ -+ fy e Z[x]
polinomunun koéki oldugunu varsayalim. f,, # 0
varsayimini yapabiliriz. Bu durumda,

£(0) = ™ + @+ oo 4 fo =0

oldugundan, f,,a™ terimini esitligin sagina gegirip
tium ifadeyi gene bu terime bolersek,

_1:M+M+...+l
fma fmaz f.mam
elde ederiz. Demek ki eger,
M = max et | |2 o
m || U tn
ise
lal < M + 1
olmali ¢unkii aksi halde
1:|_1|:|fm—1+ fm—%+ o fo |
|fma fma fmam|
B | R 7
fm lal fm |a|m
<M ! +oee !
M+1 M+1)"
< Mi 1 4ot 1 4o
M+1 (M +1)"
M+11_ 1
M+1

celigkisini elde ederiz.
Simdi p/q kesirli sayisi a’ya 1/q kadar yakin ol-
sun:

Bu egsitsizligi saglayan p ve g sayilarini bulmak hig
zor degildir: Eger ¢ > 1 tamsayisi verilmisse, p/q sa-
yilarinin hepsi a’dan kiigiik olamaz. p/q < a esitsiz-
ligini saglayan en buiyiik p dogal sayisini alalim,
p_, b+l
q q
oldugundan, istenen esitsizligi elde ederiz.
Bir de ayrica p/g’niin f’nin bir koki olmadi-
gin1 varsayalim, ki ¢’yii yeterince biiytik alirsak
ve a # plq ise bu kosul kendiliginden saglanir.
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Eger f(p/q) ifadesinde paydalar: esitlersek, bir
0 # A e Z tamsayisi igin,
(2]
bi¢iminde bir ifade buluruz. Ortalama Deger teore-

q
mi’nden [MD-2010-II, Teorem 1, sayfa 61] dolayi,
a ile p/q arasinda oyle bir a sayis1 vardir ki,

—f[ﬂj - {(a)- f[ﬁj - [a —EJ (o)
q q q

olur. Elbette,

A

m

b

lol<|a]+ £|a|+ls|a|+1<M+2
q q

olur. Buradan da,

fl(x) =mf,x" 1+ (m=1)f,,_1x™M 2+ + f4
esitligini kale alarak,
lf (o)l = lmaf, 01 &+ (m=1)f,, qom=2 + - + f4l

<mlf, llolm=1 4+ o 4 1f4l

<mlf, J(M+2)m=1 4 ... 4 |f1 = K
cikar. Bu arada, yukarda tanimlanan K sayisinin,
aynen M gibi, sadece f’nin katsayilarina, yani f’ye
bagimli olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Bu son esit-
sizlikten ve digerlerinden,

ig i :‘f[gj :‘a_g‘“'(aﬂg a_E‘K
" 9" q q q
yani
bl 1
q] Kq™
cikar. Simdi g sayisini K’dan daha biiytik alirsak
a- E > m+1
g1 q

buluruz. Buldugumuzu yazalim:

Teorem [Liouville]. Eger a, katsayilar: tamsay:
olan m’inci dereceden bir polinomun kékiiyse, o za-
man belli bir K sayismdan biiyiik her ¢ € N dogal
sayist icin su ozellik saglamr: Eger p e Z bir tamsa-

yrysa ve
O<la- p < !
q| 9q
esitsizliklerini saglyorsa,
1 1
m+1 <4 _g = g
q

esitsizlikleri de saglanr.
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Sonug [Liouville]. a # 0 bir gercel say: olsun.
Eger sonsuz sayida q € N icin,

P
a q"
esitsizliklerini saglayan bir p tamsayisi bulunabili-

0<

yorsa, o zaman a sayist m’den daha kiiciik derece-
li ve katsayilari tamsayr olan bir polinomun kokii
olamaz. Eger bu kosul sonsuz sayida m icin ger-
ceklesiyorsa o zaman a cebirsel olamaz.

Kanut: f # 0, derecesi # < n olan ve &’y sifirla-
yan bir polinom olsun. O zaman x”~("+1)f polino-
mu da a’y1 sifirlar ve derecesi n—1°dir. Ama bu da
teoremle celigir. Birinci Onerme kanitlanmustir.
Ikinci 6nerme de bundan cikar. O

Sonug. Eger (a;);, 0°dan 9’a kadar olan rakam-
lardan olusan ve bir zaman sonra sabit O olmayan
bir diziyse o zaman

0 a;
a=2.

i=1 10i!

sayist askindur.
Kanit: Bir 7 dogal sayisi sabitleyelim. g = 107!
olsun. Ve p sayisini

p_~Nmo_ai
g “i=110"
olacak bicimde secelim. O zaman,
b_ye 4 = 1
O<a_q - i=m+1 10i! <9zi=m+110i!
.9 » 1 9 1

10

10 1 1

- 10(m+1)! < (10m!>m qm

olur.Sonug bir 6nceki sonugtan ¢ikar. [
Sonug. Askin sayilar sayilamaz sonsuzluktadir.
Kanit: Yukardaki sonugtaki a sayisini
2
i=110f
sayisina goturen fonksiyon istedigimiz sonucu ve-

[

rir.
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