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Giinleri’nin onuncusu 500 dolayinda 6grencinin katilimiyla gergeklesmistir. Cahit Arf Matema-

tik Giinleri liseleraras: ve iki asamadan olusan bir matematik yarismasidir. Ug saat siiren birinci
asamadan sonra segilen 30 dolayinda 6grenci giin boyu siiren ikinci agamaya hak kazanir. Daha

ayrintili bilgi ve verilen 6diiller igin: http://math.bilgi.edu.tr/cahitarf.

Gosterim
N = {0, 1, 2, 3, ...} (dogal sayilar kiimesi)
C = {a + bi: a, b gercel say1} (karmasik sayilar)
P=1{2,3,5,7,..} (asal sayilar kiimesi)
P,y ={p EP:p=amod b}.
f, tamsayi katsayili bir polinom olmak tzere

Pr={pE€P:birneNicinp | f(n)).

Sorular

1. P kiimesinin sonsuz oldugunu kanitlaymn.

Coziim: Diyelim ki sonlu sayida asal var. O
zaman tum asallar1 pq, ..., p;, seklinde siralayabi-
liriz. 7 = pq --- pp + 1 olsun. Elbette 7 sayis1 1’den
biiyiik ve dolayisiyla 7’yi bolen bir p asali var. Di-
ger yandan, pq, ..., p;, tim asal sayilarin bir liste-
si oldugundan, bir 7 i¢in p = p; olmali. Ama »’nin
herhangi bir p;’ye bolimiinden kalan 1. Celigki.

2. P3 4 kiimesinin sonsuz oldugunu kanitlaym.

Coziim: Diyelim ki P; 4 kiimesi sonlu. O za-
man P; 4 kiimesinin tiim elemanlarini

P15 s Pl
seklinde siralayabiliriz.
n=4py - -1

olsun. Elbette 7 sayisi tek ve 1’den buytik. Dolayi-
siyla 7, tek asal sayilarin carpimi olarak yazilabi-
liyor. Eger 7’nin tiim asal bolenleri P 4 kiimesin-
de olsaydi 7 sayis1 mod 4’te 1’e denk olurdu. De-
mek ki 72 sayisininin P3 4 kiimesinden bir p boleni
olmali. Diger yandan, P3 4 kiimesindeki tiim say1-
lar pq, ..., pp, listesinde oldugundan, bir 7 i¢in p =
p; olmali. Ama #»’nin herhangi bir p;’ye bolimiin-

den kalan p; - 1. Celigki.

1 Istanbul Bilgi Universitesi 6gretim iiyesi.
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3. Eger f sabit degilse Py kiimesinin sonsuz
oldugunu kanitlaym.

Coziim: Eger f polinomunun sabit terimi sifir-
sa, tamsay1 katsayili bir g polinomu icin

flx) = xg(x)
saglanir. Buradan da, n | f(n) oldugu icin,
Pr=P

cikar. Yani f’nin sabit teriminin sifir olmadiginm
varsayabiliriz. f(x) polinomunu

d .
f(.X') = l‘=0a1‘xl
olarak yazalim. Elbette ay = 0, a; = 0, d > 0 ve
Ay -y Ag

tamsay1. Diyelim ki P, kiimesi sonlu. O zaman Py
kiimesinin tim elemanlarini

P15 - Pk

seklinde siralayabiliriz. Simdi

n, = flagpl-ph) vem, = a,

olsun. Bu durumda,

d i it it
12099001 Dk

=ap(1 s aay 'l pit) = agm,

nt=

esitligi yuziinden, eger ¢ yeterince buyiikse, 1,
1’den buyiik olur. Dolayisyla »2,’nin asal bir p bo-
leni vardir. Elbette p asali 7,’yi de béler, yani p,
Ps’dedir. Buradan da bir 7 igin

p=0i
oldugu ¢ikar. Ama 2, ’nin herhangi bir p;’ye bolii-
miinden kalan 1. Celigki.
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4. Py 4 kiimesinin sonsuz oldugunu kanitlaym.
Coziim: f(x) = x2 + 1 olsun. 3 numaral soru-
dan P sonsuz. Eger Py N P34 kiimesinin bos ol-
dugunu gosterirsek P; 4 kiimesinin sonsuz oldu-
gu cikar, clinki
P=P;4U {2} UP;4

Diyelim ki P3 4 kiimesinde &yle bir p var ki bir
nigin p | n2 + 1, yani

n? = -1 mod p.
Diger yandan Fermat’nin kigiik teoreminden
nP=1 =1 mod p.
Bunu, ve (p - 1)/2 tamsayisinin tek olusunu kul-
lanarak
lew =5 = s —_1modp

elde ederiz. p tek oldugundan bu mimkiin degil.

5. Pozitif bir n tamsayist icin
C,= cos(z%) + isin(z%)
olsun. Su polinomu tammlayalim:

o,0)= T (-5
1<d=<n
obeb(n,d) =1
a) ¢,(x) polinomunun katsayilarimin tamsayi
oldugunu kanitlaym.
Coziim: De Moivre formiiliinden!

X -1=[1%_ (x-Td

oldugunu biliyoruz. Buradan hemen ¢,,(x)|x” - 1
oldugu cikiyor. Simdi x” - 1 polinomunun kok-
lerini bagka bir bi¢cimde ifade edecegiz. U kiime-
si 1 in tuim karmagik koklerinden olusan kiime ol-
sun. Yani
U={z€ C:birneNicin z" = 1}.

U kiimesi tizerinde su fonksiyonu tanimlayalim

o(z) =minfn €N : 27 =1ven>O0}
Tanimladigimiz bu o fonksiyonunun temel bazi
ozelliklerini kanitlayacagiz.

Diyelim ki 2 = 1 ve # = 1. Bu durumda tanim
geregi o(z) < n. Eger a, b € N ve b < 0(z) olacak
sekilde 7 = o(z)a + b yazarsak

1 =g = 0RIa+b _ (zo(z))‘lzb =

elde ederiz. Buradan da b < o(z) oldugundan b = 0

1 De Moivre formiili her 7 tamsayisi ve 0 gercel sayisi icin
(cosB + 7sin0)” = cosnO + isin 70
oldugunu soyler. Tiimevarimla kanitlanabilir.
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cikar. Yani o(z)|n. Diger yandan herhangi bir »
i¢in o(z)|n ise 2" = 1 olur. Biitiin bunlari

xn_1=HO©‘n(x—C)

esitligiyle Ozetleyebiliriz. Benzer bir esitligi ®@,,(x)
i¢in kanitlamak istiyoruz. Ilk énce o fonksiyonu-
nun bagka bir karakterizasyonunu gorelim. Eger
ce Uise
©=(c:nEN

olsun. Kolayca gorulebilecegi gibi o(C) tam ola-
rak (C) kiimesideki eleman sayisi. Bunu kullana-
rak o(T,9) = n olmast icin gerekli ve yeterli kosu-
lun obeb(d, 7) = 1 oldugunu kanitlayacagiz.

Diyelim obeb(d, #) = 1. Bu durumda oyle a ve b
tamsayilari vardir ki ad + bn = 1 olur. Buradan da

g, =gd+br _@mad)b - )b

cikar. Yani T, € (T,4) ve dolayisiyla (Z,) C (T, 9).
Ote yandan tamim geregi (C,9) C (C,,). Demek ki
(€9 = (C,) ve o(T,4) = o(C,). De Moivre formii-
linden o(C,,) = 7 oldugunu gérmek kolay.

Simdi de diyelim ki obeb(d, ) = k = 1. Elbette
o(T,k) < n giinkii (T,k)"k = 1. Ote yandan

6= (69 € (6,1,
Yani (T,4) C (C,k). Buradan da
0(,9) = o(G,k) <

esitsizligi cikar.

Bunlara ek olarak (,d)”
0(€,9) | n. Tiim bunlar su esitlikle 6zetleyebiliriz:

<I>n(x) HO(§)=n('x—C)'

Bu da bize ®,,(x) icin timevarimsal bir formul ve-

1, dolayisiyla

riyor:
n

®,(x) =
} Hd‘n,d#nq)d(x)

Bundan sonrasi i¢in tiimevarim yapacagiz.
Pi(x)=x-1
ve dolayisiyla tiim katsayilar: tamsayi. Diyelim ki

n’den kugtk her d i¢in ®@,(x) polinomu tamsay1
katsayili. Buradan, ® 4(x)’lerin basat katsayilar1 1
oldugu i¢in, ®@,,(x) polinomunun tamsayi katsayil
oldugu cikar.

b) p € P ve a € N olsun. Diyelim ki p asali
n’yi bolmiiyor ama ®,(a)’y1 bolityor. Bu durumda
a” = 1 mod p denkliginin saglandigini ve n sayisi-
mn bu denkligi saglayan en kiiciik pozitif tamsay
oldugunu kanitlayin.
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Coziim: Bir onceki sorudan

x"-1 =Hd|nd)d(x)

oldugunu biliyoruz. Bu esitlikte x = a alip esitlige
mod p’de bakarsak a” = 1 mod p oldugunu gori-
riz. m, a” = 1 mod p denkligini saglayan en kii-
ciik pozitif tamsay1 olsun. 0 = | < m olmak tizere n
= km + [ yazalim. Bu durumda
1 = a" = gkm+l = (am)kgl = gl mod p

esitliginden b = 0 oldugu, yani #’nin »’yi boldi-
gu ¢ikar. Yani @,,(x) polinomu x” - 1 polinomu-
nu boluyor. Diger yandan

x" -1 =Hd‘md>m(x)

oldugundan m2’yi bolen bir d i¢in @ (a) = 0 mod
p olmali. Ama ®(x) polinomu x9 - 1’i béliiyor.
Yani a4 = 1 mod p saglanmali. Buradan da m bu
ozelligi saglayan en kigiik pozitif tamsay1 oldu-
gundan m = d oldugunu goriiyoruz. Bu da elbette
@, (a) = 0 mod p demek.

Diyelim ki 7 = n. O zaman tamsay1 katsayili
bir p(x) polinomu igin

X7 = 1 = ,,(x),, (x)p(x)

esitligi saglanir. Her iki tarafin tiirevini alirsak

nx 1= @ (x)®, (x)p(x) + D, (x) D, (x)p(x)
+ @, (x) D, (x)p (x)

elde ederiz. Simdi bu esitlikte x = a alip esitlige
mod p’de bakarsak,
D, (a) =D, (a) =0 mod p
oldugundan,
na"-1 =0 mod p

elde ederiz. Varsayimimizdan p, #’yi bolmuyor.
Demek ki p, a’y1 boliyor. Bu durumda
0=2®,(a)=,(0) mod p

olmali. Ama ®,(0), tanim geregi C,’nin bir kuv-
veti. Yani ®,(0)? = 1. Diger yandan @, (x)’in kat-
sayilarinin tamsayi oldugunu biliyoruz. Buradan
®,(0)mn ya 1 ya da -1 oldugu cikiyor. Celigki,
cunki @,(0) mod p’de 0. Demek ki m = n, bagka
bir deyisle 7, a” = 1 mod p denkligini saglayan en
kiguk pozitif tamsayi.

c) Py, , kiimesinin sonsuz oldugunu kanitla-
yin.

Coziim: 3 numaral sorudan Pg, sonsuz. p,
Pg,, kiimesinde #’yi bolmeyen bir asal olsun. Bir
onceki giktan oyle bir a var ki

a” =1 mod p
ve eger
ak =1 mod p
ise 17, k’den kuciik. Fermat’nin kiiciik teoreminden
at-1 =1 mod p.
Simdi #, v € N ve v < n olacak sekilde
p-l=nu+v
yazalim. Buradan
1 = ab-1 = gnu+v = (g7 ¥ = g¥ mod p
elde ederiz. Ama v < 7 oldugundan v = 0 oldugu,
yani 7’nin p - 1’1 boldigu ¢ikar. Bu da demek olu-
yor ki sonsuz bir kiime olan Pg, ’den 7’nin bélen-
lerini, yani sonlu bir kiimeyi ¢ikarinca Py ,, kiime-
sinin bir altkiimesini elde ediyoruz. Yani Py , son-
suz. ¥

Kanttin 410537’3 aykis
¢1kmasinda soRUN yok.
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