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Kapak Konusu: Analizden Konular III

Riemann Zeta Fonksiyonu

Tosun Terzioglu* / tosun@sabanciuniv.edu

Her s > 1 gercel sayisi igin

o 1
n=1 4%

serisinin yakinsak oldugunu biliyoruz. Bu serinin
toplamini ¢(s) ile gosterelim. ilk olarak serinin
toplamini asallar cinsinden sonsuz bir ¢arpim ola-
rak yazacagiz. Once

1 1 1 1
o) =g s g
yazalim ve bunu ¢ degerinden ¢ikaralim. Boylece
1 1.1 1 1
<1—?>§(S)=1 ¥+?+¥+§+

elde ederiz. Sag taraftaki terimlerin paydalarinda
2s ve bunun katlar1 artik yok oldu. Bunu 1/3s ile
¢arpip buldugumuz

1,1 1.1 1
e lmpe)ele) =gyt g
sayisini yukaridaki ifadeden cikarirsak
1N _L 1.1 i 1 .1
(1 3s><1 25>C() I EA TER o

serisini elde ederiz. (Sag tarafta sadece asallarin
gozriinmesi aldatici, sag tarafta 2’ye ve 3’e bo-
linmeyen 25 de gozikecek mesela.) Boylece sag
tarafin paydalarindaki 35nin katlari da kayboldu.
Ikinci terim ise 55, Asal sayilar dizisini (py)y ile
gosterelim. Yaptigimiz iglemi p, ..., p,,, i¢in ardar-
da 7 kez tekrarlarsak

m 1
(5)'Hk=1<1 p_5k> zm’r"a P tn

elde ederiz. Her adimda sirasiyla 2, 3, 5, 7, ..

<t

n

> Pn

asal sayilarinin s’inci kuvvetinin katlarint sagdaki
serinin paydalarindan eliyoruz. Sagdaki seriyi ko-
laylik olsun ¢,,,(s) olarak gosterelim:

Cnl9) =2 i SE)
Demek ki,
sy[]fi&1-;%>=§m@y

Simdi biraz hesap yapalim:

*  Sabanci Universitesi 6gretim iiyesi.
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E(s)

&

1-pj,

o T (157

m

k=1

oldugundan,

Hg;(l’_”;i)sm

olur, dolayisiyla

) ‘HZ=1

N

Py -1

DI T

pe-1 " Enl)”
elde ederiz. Buradaki ¢arpimlarin yakinsakligint
incelemek i¢in

Pk

1+a
+k pk—l

yazalim ve 2, ay, serisinin yakinsakligina bakalim.

(Bkz. Teorem 1, sayfa 20.) Tabii
1

pi-1

ama k’inci asal say1 p;, daima k’dan buyuk. Bunu

ak=

kanitlamak c¢ok kolay. Oyleyse
pL=(k+1) =k +1

olacak. Demek ki

1 Si.
pp-1 " K

dk =
Bu da bize
Zoo
k=1%

serisinin yakinsak oldugunu verir. Boylece sayfa
20’deki Teorem 1 araciligiyla

[T

k
-1
sonsuz ¢arpiminin yakmsadigini kanitlamig ol-

duk.Bu carpimin degerini kisaca b ile gosterelim.
Elbette

0<Hk "

p Hk 1pk 1 =b
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olur. Bir onceki e§itsizlikten ve bundan

9-11; -, < b(T,,(s)- 1)
P
esitsizligine variriz. Sagdaki
1
Cls) 1=+
P+

seri yakinsak oldugunu bildigimiz pozitif T(s)
serisinin kuyrugundan bile kuciik, demek ki 0’a
yakinsar. Dolayisiyla verilen bir € > 0 i¢in 6yle bir
ny € N bulabiliriz ki, her n > n; i¢in

1

<
m=pn+1 ms b

saglanir. Demek ki her # 2 ) icin
)= HZ =1

dogru. Kanitladigimizi yazalim.

€

oo

N
zk <e
pr -1

0=Cls

Teorem 1. s > 1 ise
o0 1
S) =Hk=] 1_p;5

olur. ]

Zeta fonksiyonu icin Euler carpim formii-
lti adi verilen bu sonug bircok bakimdan ilging.
Burada bir serinin toplami sonsuz ¢arpim olarak
yaziliyor. Seride her tamsay1 yer alirken sonsuz
carpimda ise sadece asal sayilar goziikiiyor. Car-

2 O(pk>

olarak bir geometrik serinin toplamidir.
Aslinda

pimdaki her terim

o 1
n=1 45

C(s)

serisi gercel kismi 1°’den buyiik her s karmagik sa-
yist icin de yakinsak. Riemann zeta fonksiyonu
adi verilen bu fonksiyon {s: Re s > 1} olarak ifade
edilen agik yar1 duzlemde yukaridaki gibi tanimla-
nir. 1859 yilinda bu tanimdan yola ¢ikarak Rie-
mann, analitik genisletme yontemiyle zeta fonksi-
yonunu tim {s € C : z = 1} kiimesinde tanimlama-
y1 bagardi. Bu genisletilmis tanimdan hareketle
-1 gs) =1

oldugunu gorebiliriz. Boylece Riemann zeta fonk-

limg_,q (s

siyonu karmasik diizlemde tanimli bir meromor-
1 diginda

fik fonksiyon olur. Bu fonksiyon s
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analitiktir ve s = 1 degerinde kalani 1’e esit olan
basit bir kutbu vardir.

Riemann ayrica zeta fonksiyonunun

T(s) = 25 w51 sin (m s)/(2) T(1 = s) E(1 - s)
Ozdesligini sagladigini kanitlayarak, fonksiyonun
sve 1 —s degerleri arasindaki iliskiyi buldu. Bura-
daki gama fonksiyonu

=Awﬂ4

olarak karmagik diizlemde Re z > 0 bolgesinden
tanimlanir. Bir 6nceki yazida j € N igin

_4“ﬂé4dt=ﬂ=1wj+n

sonucunu kanitlamis ve kullanmigtik. Dolayisiyla
gama fonksiyonu bir anlamda faktoryel fonksiyo-
nunun bir genisletilmesi. Riemann’in bu sonucun-
dan her » € N i¢in

C(-2n) =0
oldugunu hemen gorebiliriz, ¢tinki
sin(-nmx) = 0.

Negatif cift sayilara zeta fonksiyonunun asikar
kokleri veya sifirlar1 denir. Zeta fonksiyonunun
diger kokleri ise Riemann hipotezinin konusudur.
Bu hipoteze gore zeta fonksiyonunun agikar olma-
yan sifirlar1 karmagik diizlemde mutlaka
Res=1/2

dogrusu tizerindedir. Riemann hipotezi belki de
tim zamanlarin ¢ozillememis en O6nemli mate-
matik problemidir ve 2000 yilinda milenyum
problemleri diye adlandirilan listenin iginde yer
almustir.

Riemann zeta fonksiyonunun matematikte
analitik sayilar teorisinde, olasilik teorisinde, is-
tatistikte ve fizikte onemli uygulamalari vardir.
Bu fonksiyonun kokleri ile asal sayilarin dagilimi
arasindaki derin iligkilere burada daha fazla de-
ginme imkanimiz yok. Bu genel bilgilerden sonra
zeta fonksiyonunun c¢ift sayilardaki degerlerine
egilelim.

[k olarak zeta fonksiyonunun s = 2 igin de-
gerini bulalim. Bu is i¢in bir bolge tizerindeki
belirli bir fonksiyonun c¢ift katli integralini iki
farkli yontemle hesaplayacagiz. Bu ilging ve sik
yontemi ilk olarak kimin kullandigini bilmiyoruz.
Bolgemiz

B ={(x,y):

yani bir kare. Simdi

I={/1+xydxdy=f01foll+xydxdy

0<x<1,0<y< 1y,



Matematik Diinyasi, 2013-|

integralini hesaplamak i¢in ilkin 0 < xy < 1 oldu-
gunu varsayarak

1 N
1-xy noxy

yazalim. O zaman serinin her teriminin integralini
alip, toplarsak

I=Z:l°=0f01/01 "y"dxdy= Zn 0 (mal)

sonucuna variriz. Burada aslinda B bélgemizden

ZC (2)

once (1, 1) noktasim attik, integrali
B,={(x,y): 0<x<7,0<y<r}
bolgesinde aldik (0 < 7 < 1) ve sonunda 7 alttan 1’e
yaklagirken limiti hesapladik. Simdi integralimiz-
de degiskenleri su sekilde degistirecegiz:
X=u-v
{y =u+v

Yeni degiskenlere gore integrali hesaplamak icin

once
1
g6y =T "%y
fonksiyonunun yerine
1
b (u,v) =
(1,0) 1-u?+0?

fonksiyonunu koyacagiz. B bolgesi x = 0, x = 1 ve
y =0,y =1 dogrulari arasinda kalan sinirh bolge.
(x, y) = (u, v) doniisimi altinda

x = 0 dogrusu # = v dogrusuna,

x =1 dogrusu # = v + 1 dogrusuna,

y = 0 dogrusu # = —v dogrusuna

y = 1 dogrusu da # = —v + 1 dogrusuna
dontsir. uy-dizleminde bu dogrular arasinda ka-
lan bolgeyi D ile gosterelim.

b
2
1 Dy | D,
T 2 3.4 "
-1 Ds D4
-2
Yeni bolge

Artik integralimizi yeni degiskenlere gore yazarsak

I/fhuv ’yddu

sonucuna variriz. Buradaki Jakobyen determi-

nanti ise

9x  Ox
d(x,y) |Ju v 1 -1
d(myv) |3y 3y | [1 1]
ou v
Yeni degiskenlerimize gore b fonksiyonu u ekseni-
ne gore simetrik, yani h(u, v) = h(-u, v) . Boylece

D bolgesini sekilde oldugu gibi Dy, D,, D3 ve Dy
bolgelerine ayirirsak

1=2 [ huw)2dudv+2 [[ blu,v)2dudy
Dl D3

sonucuna variriz. Ilk olarak Dj iizerindeki integ-
rale bir bakalim. Bu integrali

12/ (v dy
I =fD1h(u,v)dudU=v/(; (/0 T2 )du

olarak iki katli integral seklinde yazalim. Simdi

zdx 5 = 1 arctan£+ C

formiiliini kullanarak
12 q
I, =
! fo \/ 1-u?

sonucuna variriz. Bu asamada bir an digtnip,

arctan——2 5 du
\/1 -u

f(u) = arctan >
-u

fonksiyonunun turevini alarak

, 1
f(M)=ﬁ

oldugunu gorelim. Boylece ilk integralimizi kolay-
ca hesaplayarak

172
Il =

sonucuna ulasiriz. D3 bolgesi tizerinde ise

1 1-u dl/
I3=f1)3fh(u,v)dudv=fl/2f0 md%
1 1 1-u
=/1./2 \/1_142 arctan \/1 zdu

/‘1 1 Vi-u
= arctan du
12 /1 = 42 J1+u

sonucunu benzer sekilde elde ederiz. Bu kez

f(u) = arctan/ % ;Z

olsun. Bu takdirde

, 1 1
f (’4)=—2 /—1—142

olur. Demek ki
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1 2 2
— Yy _(ZYy _o
13_21/2f ) () f”‘l/z <6> 3
Boylece
2 2 2
C2)=T=41 +4l3= 475 +43- =7

sonucuna ulastik.

C(2) degerini verdigimiz yontemden daha da
basit, bambagka bir yolla hesaplayabiliriz. Simdi
ilkin tek ve ¢ift sayilarla

o 1
C(2) = Ajr E:ko zk 1) 2t E:kl

seklinde yazahm Oyleyse
1
E 2).
k=0 2k +1)? v

Demek ki
1

2= 32 0 ks 12

Kisacasi ¢(2)’yi veren serinin toplamini sadece tek

(1)

sayilar Uzerinden bulmak yeterli olacak. Bu goz-
lemden sonra bir de iyi bildigimiz

siny
y=0 'y

lim =1

sonucundan yola ¢ikarak, 31ra51yla,

lim, 2" sm—zn =x,
: n.: 2 X 2
lim,  _4"sin =%
ve
lim 1 --L
> : =2
"7 47 6in? an x

limitlerine varalim. Burada x yerine (2k+1)m/2 ko-
yalim ve boylece

lim,,

4" sin? 7(2k + )z

2k +1)?
2n+1

oldugunu gorelim.
Iste trigonometrik fonksiyonlar1 kullanarak
€(2) degeri bulma umudu buradan doguyor!
Once sin 2a = 2 sin a cos a 6zdesligini kulla-
narak

1 —_—
2. .
sin“x  4gin® %cos

2x
2

elde edip,

2X

2+ X
COs™ 5 =sm™ 5

2

ozdesligini kullanir ve burada x = 7/2 alirsak

52

sonucuna ulasiriz. Yaptigimizi x = /4 ve x = 3nt/4
icin tekrarlarsak, sirasiyla,

1 _ 17 1 N 1
sin % 4 sinz% sin? 58n
ve
1 _Ar 1 . 1
sin’ 34 4 | sin? 3% sin? 787:

buluruz. Bunlari toplayarak ilk ettigimiz esitlik,
1 N 1 + 1 + 1
sin’ % 2 3% sin’ 5% sin’ %

1

_ L
16 .
sin

haline buriiniir. Bu yontemi # kez tekrarlayarak

{oLsorg 1
4né=k=0 . 5 2k+1)n
sin® 1

sonucuna varalim. Bir onceki esitligi bir gozden
gecirelim. Burada

2T

sin §=sin 23n n? B

8 8

ciinkii sin @ = sin(t - a) oldugunu biliyoruz. Bu

271

ve sin = sin
8

gézlemimizi yukarldaki toplama uygularsak

Zzn 1 -1 1

5 2k+1)m

sin” W

elde ederiz. Kolaylik olsun diye
T(2k+1)

xn’k = gn+1

tanimini yapalim. O zaman yukardaki esitlik

__zzn 1 1—

2
4" sin> Xk 2)

Simdi # sonsuza giderken bu ifadenin limitini ala-

cagiz ve

nel_ 4 1
lim » 2 =) —— (3
”I—’OOZ 4"sm Xy ke > k=0 (2/e+1)2 (3)

bulacagiz. Solda toplanan terimlerin limitinin
4 1

2 (2k+1)2
oldugunu zaten biliyoruz; ama limit alirken kar-
simiza bir de terim sayisi 7 ile degisen bir toplam
cikiyor. O nedenle dikkatli olmamiz gerekir.
Once kolay bir sav kanitlayalim:
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Sav.

1

i < 1
m,. g X{ .

xZ

sm2x

)=0
Kanit: lim,_,( x/sin x = 1 oldugundan,
. 1 1
11mx—>0<sinx _§> =0.
esitligini kanitlamak yeterli. x > 0 iken
f(x) = x = sin x — x3/3!
tanimini yapalim. O zaman,
fl(x) =1 -cos x - x2/2

ve
f"(x) =sin x — x
olur. f"(x) < 0 oldugundan, f’ azalir. f'(0) = 0 ol-
dugundan, f'(0) < 0 olur. Demek ki f de azalir.
f(0) = 0 oldugundan, f(x) < 0 yani,
x — sin x < x3/3!
olur. Buradan, x, 0’a sagdan yakinsarken

1 1 _ x-sinx _ x3/6 _x «x
0L —=—F-= ; <12 _ 2.0
sinx ~ x = xsinx ~ xsinx 6 sinx
buluruz. Demek ki x, 0’°a sagdan yakinsarken
x( 1 1 )_} 0
sin”x  x”

Ayni sey x yerine —x koyarsak dogru oldugundan

O

istedigimizi kanitlamis oluruz.

Simdi bu savda x yerine x,, ; koyup 7’yi sonsu-
za goturirsek ve sadelestirmeleri yaparsak,

1 1 1
T) »
Xk

e 7( sin?x2
elde ederiz. Demek ki ¢ > 0 verilmisse, oyle bir 7,

)<&

yani (ikinci x,, ; yerine degerini koyarak ve gere-

lim

vardir ki eger 7 > n ise

1 1

1
0<
2" ( sinzx%’k

2
X,k

ken diizenlemeleri yaparalz),

0< 1

2k +1)?

n.: 2.2 = _2
4smxn’/e T

olur.
Ayrica
22@ 02k+n

serisi yakinsak oldugundan, oyle bir 72¢ vardir ki,
eger n > 7y ise

Y i (5)

2k+n

olur.
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Simdi # > max{n, 71} alalim ve (4) ve (5) esit-

ligini kullanarak (3) limitini gosterelim.

21 o)
ST

(To 4'sintxg w2k 1)?

21

522

<2n 1

0

2

- 2n—1

4
r52(2/e+1)2

4

+
J'CZ

1

1 1
2 (2k+1)?

4"sin” x

2
n,k

&
2T

olur ve istedigimizi elde ederiz.

€

2 =€

Buradan (2) sayesinde

= hmn—»oozzn \

smx k

elde ederiz.

Zeta fonksiyonun asal sayilarla olan iliskisi-
ni Euler ¢arpim teoreminde gormiistiik ama bu
fonksiyonun 2’deki degerinde birden karsimiza &
sayisi ¢ikti. Bu bir rastlanti degil. Simdi amacimiz
her k € N i¢in (2k) degerini hesaplamak. Burada
hem 72% sayisi hem de Bernoulli sayilariyla karsi-
lasacagiz.

Once karmasik sayilar kullanarak
_ e—ix

2i

—ix ix
vesinx =

e~ +te
2

yazalim. O zaman

COSX =

X 41
eZix _ 1
buluruz. Sag tarafta ix yerine 2/2 yazarak

_z. 2
T2 E

CosXx .
XCOtX =X =1X
S x

&+l
-1

elde ederiz. Ikinci terim tamdik, ciinkii Bernoulli

=2

sayilarinin tanimini hatirlarsak (sayfa 35)
2 =
-1

sonucuna variriz. Bernoulli sayilar1 hakkinda bil-

Z
n= OB” n!

diklerimizi hatirlayalim. By = =1/2 ve diger her tek
say1 7 igin B,, = 0. Oyleyse 2 yerine 2ix koyarsak

sz

o0 1) 2 By 2k
xcotx=zk=0B2k _Zk 0 X

sonucunu buluruz. Yukarida kuvvet serisi agilimi-
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n1 Bernoulli sayilari cinsinden yazdigimiz x cot x
fonksiyonu, Euler 1755 yilinda farkli bir agilimi
bulmus ve

X2 1

(T

xcotx =1 —ZZZ‘;O

olarak yazmis. Geometrik seri acilimi bize
2 2

2 1 o [ x 2k
3 m=zk=1(z’;)

verir. Oyleyse
o o x \2k
xcotx =1 ‘zzn=1zk=1<ﬁ)
o [1 Ne (1R 2
-1 _22k=1<nzkzn=l<n) )x
sonucuna vardik. Bu agilimda x2*’nin katsayisi

25w (1¥k 2
Xl =tk

Oyleyse

(_ 1)k22k

2
_ﬁC(Zk) = (zk);

By

Yaptiklarimizi bir teorem olarak yazalim.

Teorem 11.2. Her k € N icin

C(Zk)= (2k)|

2k
szﬂ:

olur.

O

Bernoulli sayilarinin ilk birkac¢ini hesaplamig-
tik daha once.

1

1 1
By=% Ba==30 30

1
B6 =ﬁ, BS =—30,...

Boylece teoremimiz bize

2

4
t2) =%, 54 -

. 8
90°

€(6) = 945> C(8) = 9450

verir. Bu olaganiistii glizel sonug zeta fonksiyonu-
nun cift sayilardaki degerlerini & ve Bernoulli sayi-
lar: cinsinden vermekte. Eger By sayisint biliyor-
sak £(100) degerine hesaplamak ¢ok kolay.

Oysa tek sayilar icin T(2k + 1) hakkinda ¢ok
az sey biliyoruz. Apery 1979 yilinda g(3) sayisinin
irrasyonel oldugunu kanitladi. Tum T(2k + 1) sa-
yilarinin irrasyonel oldugu sanilmakta. Ama bu da
acik bir problem. &
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