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Bir Tekhiicrelinin Soyunu
Sonsuza Dek Siurdiirme Olasilig:

azla enerji harcamadan, ikiye boliinerek tre-
Fyen tekhiicreliler vardir. Ornegin sularda ya-

sayan amipler. Amip gibi, tiremek icin bir
baska canliya ihtiyaci olmayan bir yaratik canlan-
diralim kafamizda.

Kimi yaratiklar, cesitli nedenlerden, ikiye bolu-
nemeden, yani iireyemeden oliirler. Yaratiklarimi-
zin p olasilikla ikiye bolindiiklerini, 1 — p olasilik-
la da treyemeden olduklerini varsayalim. Burada
p, 0’la 1 arasinda bir sayidir.

Eger p = 0 ise butun yaratiklar iireyemeden
olirler. Eger p = 1 ise, biitiin yaratiklar irerler,
herbiri ikiye bolintr. Eger p = 1/2 ise, bir yaratik
uremekle olmek arasinda karar vermek i¢in yazi-
tura atar, ornegin yazi gelirse irer, tura gelirse
olir. Eger p = 1/6 ise, bir yaratik tiremekle 6lmek
arasinda karar vermek igin zar atar, 6rnegin ses ge-
lirse tirer, yoksa oliir.

Bu yazida, tek bir yaraugin soyunu sonsuza
dek stirdiirebilme sansinin sifirdan biyiik olmasi
icin p’nin en az kag¢ olmasi gerektigini bulacagiz.

Eger p, 0’a yakinsa, yani yaratiklar buyuk bir
olasilikla tireyemeden oluyorlarsa, tek bir yaratigin
soyunu sonsuza dek siirdiirebilmesi oldukea kiiciik
bir olasilik olmali, sifir bile olabilir bu olasilik.
Eger p gercekten sifirsa, yaratik kaginilmaz olarak
Olecektir, soyu bir kusak bile stirmeyecektir. Elbet-
te boyle bir yaratigin gintimiize kalmasi miimkiin
degildir; var olduktan bir siire sonra eceli gelir ve
ureyemeden olur. Eger p = 0,001 ise, yaratik binde
bir olasilikla bir kusak tireyebilecektir; cok kiiciik
bir olasilikla bile olsa, soyunu sonsuza dek surdur-
me sansi olabilir; belki de hi¢ 6yle bir sansi yok-
tur... Hesapsiz kitapsiz belli mi olur?

Ote yandan, p, 1’e yakinsa, yaratigin soyunu
sonsuza dek siirdiirme olasilig: sifirdan buyiik bir
say1 olabilir.

Bu sorunun yanitini bulduktan sonra sorulari-
mizi ¢ogaltacagiz.

* [stanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
Yazarin Matematik ve Sonsuz adli kitabindan alinmis ve
uyarlanmigtir.
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Tek bir yaratigin soyunu sonsuza dek stirdure-
meme olasiligina x diyelim. x’i hesaplamak istiyo-
ruzl.

Evet... Tek bir yaratugimiz var. Bir saat sonra
bu yaratik 1 — p olasilikla 6lecektir. Demek ki x en
azindan 1 - p olmalidir. Amip p olasilikla ikiye bo-
luniip 2 yaratik olacaktir. Bir resim yapalim:

o
S

Nanay durumu

Yaraugimiz baslangicta, yani sifirinci saatte,
ustteki seklin en tst noktasi. Bir saat sonra, yara-
tik 1 — p olasilikla sol oku segecek ve 6lecek, p ola-
silikla sag oku segecek ve birken iki olacak. Sol
oku izlerse, soy daha ilk kusaktan titkenir. Sag oku
izlerse, ikinci kusakta iki yaratik olusur. Bu iki ya-
ratigin herbiri de bir saat sonra ya 6lecek ya treye-
cektir. Her ikisi birden olebilir, salt biri olebilir,
her ikisi birden tireyebilir. Yani birinci yaratigimi-
zin soyunun kurumasi igin, birinci yaratik,

1) Ya sol oku izleyip olmeli.

2) Ya da sag oku izlemeli ve olusan ikinci ku-
sak yaratigin her ikisinin de soyu kurumali.

Dolayisiyla,

x = Sol oku izleme olasilig1

+ (sag oku izleme olasilig1) x (iki yaratigin
soylarmin kuruma olasilig1)
denklemi gegerlidir. Sol oku izleme olasiliginin 1 - p,
sag oku izleme olasiliginin p oldugunu biliyoruz.
Demek ki,

x = (1-p) + px(iki yaratgin soylarinin kuruma
olasihigr)

esitligini bulduk.

1 Yaratiklarin birbirlerinden bagimsiz tiredigini varsayacagiz, or-
negin amiplerin ¢ok iireyip, yer ve yemek igin birbirleriyle
kavga etmeyeceklerini varsayacagiz. Ayrica sunu da belirt-
mekte yarar var: Eger tek bir yaratigin soyunun sonsuza dek
stirme olasilig sifirsa, sonlu sayida yaratik i¢in de bu olasilik
sifirdur.
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en az bir yaratik

Eger tek bir yaratigin soyunun kuruma olasili-
g1 x ise, her iki yaratigin de soyunun kuruma ola-
sihigr x2°dir2. Demek ki,

x = (1-p) + px?
esitligi gecerlidir. Bu, ikinci dereceden bir denklem-
dir. Kolaylikla ¢ozulir.

Eger p = 0 ise, x = 17dir.

Eger p = 0 ise iki ¢coztim bulunur: ya x = 1 ya da
1-p

P

Demek ki, p # 0 ise, x ya 1’e ya da (1 — p)/p’ye

esittir. Her ikisine birden esit olamaz elbet3. Dog-

X =

ru yanit hangisidir? 1 mi yoksa (1 — p)/p mi? Belki
kimi zaman 1°dir, kimi zaman da (1 - p)/p.

Hangi Yanit Dogru? x’in en fazla 1 olabilecegi-
ni biliyoruz, c¢iinkii x bir olasiliktir ve olasiliklar
0’la 1 arasinda degisirler. Dolayisiyla, eger (1 —p)/p
sayist 1’den biiyiikse, ikinci yanit dogru olamaz,
birinci yanit dogru olmali, yani x = 1 olmali. Ko-
lay bir hesap, ancak p < 1/2 ise, (1 - p)/p > 1 oldu-
gunu gosterir. Demek ki p, 1/2’den kiiciik oldu-
gunda x = 1°dir, yani yaratigin soyu kesinlikle son-
lu bir zaman sonra tiikenir. Sezgimiz de bunu soy-
lemiyor mu zaten? Sezgimiz, p kiigiikse, yaratigin
soyunu sonsuza dek siirdiirememe olasiliginin bi-
yuk oldugunu, yani 1’e yakin oldugunu soyliyor.
Demek ki bu olasilik p < 1/2 iken 1’mis. Dolayisty-
la, p <1/2 ise, yaratigin sonsuza dek yagama olasi-
lig1 yokeur.

Peki, 1/2 < p ise, x kag¢ olmali? Bu soruyu ya-
nitlamak biraz daha zor. Coziimlememizi derinles-
tirmemiz gerekiyor. Bundan boyle 1/2 < p varsayi-
mini yapacagiz. O zaman,

2 Ornegin bir zar atildiginda ses gelme olasiligi 1/6°dur. Iki zar
atildiginda, her ikisinin de ses gelme olasiligr 1/36°dir, yani
(1/6)2dir. Amiplerin birbirinden bagimsiz olduklarini varsay-
mustik.

3 Yalan! Eger yalnizca p = 1/2 ise her ikisine birden eit olabilir.
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1-p

<1 (1)

esitsizligi gecerlidir. Bunu aklimizda tutalim.

En fazla 7 saat sonra hig yaratik kalmama ola-
sihgina x, diyelim. Yani x,, #’inci kusak yaratik
yetismeme olasiligl, yaratik soyunun birinci, ikin-
ci,... ya da 7’inci kusakta 6lme olasiligi. Ornegin,

x1=1-p
xy=(1=p) +p(1-p)?
dir, bir sonraki sekilden gortlebilecegi tizre.

o
S
oo

(1-p)2 21

Nanay durumu

_p) pZ

x, = (1-p) + p(1-p)?

Biraz dustintince, x’in x,,’lerin limiti oldugunu
anlariz (z sonsuza gittiginde.) Ciinki x,,, 72’inci ku-
sak yaratik yetismeme olasihigidir, x de sonsuzda
yaratik kalmama olasihgidir. Yani,

lim

(2)

n—swo Xn =X
esitligi gecerlidir. Bunu da aklimizda tutalim.
Dogru yaniti bulmak igin tg¢tinct bir olguya
daha gereksiniyoruz. O da su: 1/2 < p ise,
1-
x,<—L

p

Bu esitsizligi 7 tizerine tiimevarimla kanitlaya-

&)

cagiz. x; = 1 — p oldugundan, (3) esitsizligi 7 = 1
i¢in gecerlidir. Simdi (3)’tin 7 igin gecerli oldugunu
varsayip (3)’ bir sonraki say1 olan 7+1 icin kanit-

1-p p
. . | R —— Birinci adim
Nanay durumu
(g
b
/&
00 0000 . 00 00
Nanay durumu, Herkes yastyor...

her iki yaratik da
n adimda 6liyor.

X1 = (1-p) + pxnz
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layalim. Ancak bunu yapabilmemiz icin, x,’yle
x,,1 arasinda cebirsel bir iligki bulmaliyiz, yoksa
x,, Uzerine bildigimiz bir bilgiden x,,,, tizerine bir
bilgi ¢cikaramayiz.

Nasil yukarda x = (1 - p) + px? esitligini bul-
mugsak, tamamen ayni yontemle,

X1 = (1-p) + pan (4)
esitligi bulunur. Bir 6nceki sayfadaki sekil umariz
her seyi agikliyordur. Artik isimiz is... (4)’t ve ti-
mevarim varsayimi olan (3) esitsizligini kullanarak,

1-p
p

esitsizligini kanitlayabiliriz. $6yle kanitlariz:

Xpp1 S

2
1_
xn+1=“M1—p>+pxis“Ml—p)+p{—;ﬂj

(1-p)
p

(3) esitsizligi her n icin kanitlanmugtir.

1-p
=1-p)+ —
1-p) »

Simdi dogru yanit1 bulabiliriz: Eger 1/2 < p ise,

1-
x =% lim,,_,., x,, <0 Tp <1,
Bu son esitsizliklerden, eger 1/2 < p ise,
1-
B
p

oldugu anlagilir.
Sonug olarak,
1 eger 0< p<1/2ise

X =

eger 1/2< p<1lise

sonucunu bulduk. Yani yaratigin soyunu sonsuza

degin surdirebilme olasiligi-
* nin 0 olmamasi igin, p,
1 1/2’den biiytik olmahdir.

x, p’ye bagl bir fonski-

yondur elbet. Bu fonksiyo-
nun grafigi hemen solda. 0 <
H p <1/2 iken x = 1 oluyor, p >

172 1/2 iken x = (1 — p)/p oluyor.
Yaniti bulurken gecirdigimiz sirecte kugtik

ama onemli bir ayrintiya dikkatinizi ¢ekmek iste-
rim. Yazinin en basinda x diye bir olasiligin oldu-
gunu varsaydik ve bu varsayimdan yola ¢iktik. Oy-
sa boyle bir olasilik olmayabilirdi. Ama var! Ve
var oldugunu bu yazida kanitladik da. Nitekim x,
(x,,),, dizisinin limitidir ve bu dizinin limiti var,
¢uinkii artan ve ustten sinirl. Eger (x,,),, dizisinin li-
miti olmasaydi x diye bir olasilik da olmazdi.
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Yeni Problem. Bu kez yaratigimiz p olasilikla
iice boliinsiin, 1 — p olasilikla 6lsiin. Uge boliinen
bir yaratigin gercekten olup olmamasi beni hi¢ mi
hi¢ ilgilendirmiyor. Bu yazilik siz de ilgilenmeyin
bu diinyasal sorunla.

o
N
XY

x3 1-x3

en az bir yaratik

p olasilikla tice bolinen varsayimsal yaratigin
soyunu sonsuza dek stirdiirme sansi olmasi igin p
kag¢ olmalidir? Yaratik bu kez iki yerine tice boliin-
diigiinden, yaratigin sonsuza dek soyunu siirdiire-
bilme olasiligr daha yiiksek olmalidir.

Az once ¢ozdugumuz problem gibi ¢ozilur bu
problem de. Ancak hesaplar biraz daha karmasiktir.
Bu kez, x = (1 — p) + px2 denklemi yerine,
x=(1-p)+px3

denklemini elde ederiz*.

Eger p = 0 ise, bir sorun yok: x = 1’dir. Bundan
boyle p’nin 0 olmadigini varsayalim. O zaman yu-
kardaki denklem, tglincii dereceden bir denklem-
dir ve ¢ozmesi ikinci dereceden denklemden biraz
daha zordur. Ancak x = 1 bir ¢6ztim oldugundan,
px3 —x + (1 = p) polinomu x — 1 polinomuna bo-
luniir. Bolme yapildiginda,

px3—x + (1=p) = (x = 1)(px2 + px — (1 - p))

elde edilir. Bundan da (1)’in buttn ¢oztumleri bulu-

nur:
x=1,
FPgEED)
oV P
2 b
_1_“‘34—3[7
oV P
2

Ugiincii ¢oziim her p icin negatif bir say1 verdi-
ginden problemimizin bir ¢6ztimii olarak kabul

4 x’in yaratigin soyunu sonsuza dek siirdiirememe olasihig1 ol-
dugunu okura animsatirim.
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edilemez. Ayrica, p < 1/3 oldugunda, ikinci ¢6ziim
1’den biyiiktiir ve dolayisiyla bu gikta o ¢oziim de
yasal bir ¢oztim degildir. Demek ki p < 1/3 oldu-
gunda x = 1’dir. Ama p 2 1/3 oldugunda, dogru
yanit birinci esitlik de olabilir ikincisi de. Hangisi?

Bundan boyle p 2 1/3 esitsizligini varsayalim.
x, ilk problemde tanimlanan olasiliklar olsun. x,
x,,’lerin sonsuzda limitidir.

a, ikinci segenek olsun. Yani
4
YV r
2
olsun. a <1 esitsizligini biliyoruz, bilmiyorsak da

a=

kolaylikla kanitlayabiliriz. Ayrica
a2+a-(1-p)p=0
esitligini biliyoruz. Bunu ve
Xpe1 = (1=p) + px,3
esitligi kullanilarak, timevarimla x,, < a esitsizligi
kolaylikla kanitlanabilir. Kaniti okura birakiyo-
20X, S a <1 elde ederiz.
Demek ki p = 1/3 ise, x = 1 olamaz, x = &’dur.

rum. Buradan, x = lim

Bir Problem Daha. Simdi yaratigin p olasilik-
la oldagunt, p olasilikla ne 6ldugint ne de bo-
lindugunt, p, olasilikla ikiye bolundugint ve ps
olasilikla tice bolundiginu varsayalim. Bu tuhaf
yaratigin bu dort segenekten bagka secenegi olma-
sin. Demek ki,
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Po+P1+pr+p3=1
esitligi gegerlidir. Yaratigin soyunun sonlu bir za-
man sonra kuruma olasiligini (x’i) hesaplayin. He-
saplar biraz daha karmagik olsa da yukardaki yon-
tem sonucu veriyor. Su sonu¢ bulunmasi gerekiyor:
Eger p3 # 0 ise,
1 eger py = 2p3 + py ise

X=1-p2-13 +x““‘(P2 +p3)* +4pop3

eger pg < 2p3 + py ise

2p3
Eger p3 =0, pq # 0 ise,
1 eger py = p; ise
X=3Do

eger py < p, ise

Eger p3 = pp = 0 ise, ¢oztimleri okura birakiyo-
ruz.

Bu konuda daha genis bilgiyi [1, 2]’de bulabi-
lirsiniz. Her acidan daha ilging olan erkek ve disi
gerektiren tiremelerle ilgilenirseniz [3]’e bakin. &
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