
B
u yaz›da kuramsal olarak sonsuz, ancak uy-
gulamada sonlu olan, yani oynand›¤›nda her
zaman (yüzde yüz olas›l›kla) biten bir oyun-

dan söz edece¤iz.
Oyunumuz iki kifli aras›nda oynan›yor. Yaz›-

tura at›l›yor. Yaz› gelirse birinci oyuncu ikinciden
1 lira al›yor, tura gelirse ikinci oyuncu birinciden 1
lira al›yor. Oyunculardan birinin paras› bitti¤inde
oyun da bitiyor.

E¤er iki oyuncunun da oyuna bafllarken ikifler
liras› varsa ve sürekli bir yaz› bir tura gelirse, oyun
sonsuza dek sürer; çünkü bu yaz›-tura at›fllar›yla
oyunculardan birinin paras› bitmez.

Öte yandan bu oyunu ne zaman oynasan›z
oyun biter! Hatta oldukça çabuk biter, iki dakika
bile sürmez. Neden? ‹ki dakika boyunca bir yaz› bir
tura gelme olas›l›¤› çok zay›ft›r da ondan. Bu yaz›-
da, kuramsal olarak sonsuza dek sürebilen bu oyu-
nun uygulamada sonsuza dek süremeyece¤ini göste-
rece¤iz, çünkü bu oyunun sonsuza dek sürebilme
olas›l›¤› öyle küçük, öyle küçüktür ki... s›f›ra eflittir.

Oyunu daha iyi anlamak için oyunun “a¤ac›n›”
bulal›m. Oyun (2, 2) durumu ile bafll›yor. Yani bafl-
lang›çta her iki oyuncunun da ikifler liras› var. Diye-
lim biz birinci oyuncuyuz ve yaz› gelince kazan›yo-

ruz. A¤ac›n tepesine (2, 2) yazal›m. Para at›ld›. ‹ki
olas›l›k var: Ya tura gelecek ve kaybedece¤iz ya da
yaz› gelecek ve kazanaca¤›z. Kaybedersek oyunun
yeni durumu (1, 3) olacak, yani bizim 1 liram›z,
öbür oyuncununsa 3 liras› olacak. Bu (1, 3) duru-
munu a¤ac›n soluna yazal›m. Kazan›rsak (3, 1) du-

rumuna eriflece¤iz. Bunu da a¤ac›n sa¤›na yazal›m.
A¤aç sa¤l› sollu kök salar. Soluna kaybetti¤imizde,
sa¤›naysa kazand›¤›m›zda eriflece¤imiz durumu ya-
zar›z. (3, 1)’den sonra gene iki durum ortaya ç›kabi-
lir: (2, 2) ve (4, 0) durumlar›. (2, 2)’yi sola, (4, 0)’›
sa¤a yazal›m. (4, 0) durumunda oyun biter ve a¤aç
kök salmaz. (2, 2) durumundaysa oyun sürer. 

Oyun ancak (4, 0) ve (0, 4) durumlar›ndan bi-
rine geldi¤inde biter, öbür durumlarda sürer. Bu
yüzden dördüncü aflamadaki (2, 2) durumlar›nda
a¤aç kök salmay› sürdürür.

Bu a¤aç sonsuz bir a¤açt›r. Köklerden baz›lar›
bitse bile, köklerin kökü kurumaz. A¤aç sonsuzdur
çünkü oyun sonsuzdur. Örne¤in, (2, 2), (1, 3), (2,
2), (1, 3), ... diye durmadan sonsuza dek uzay›p gi-
den bir kök vard›r.

Oyunun sonsuz oldu¤unu göstermek için illa
sonsuz bir a¤aç yapmaya gerek yoktu. Sonlu bir fle-
mayla da bu sonsuz oyunun gidiflini gösterebiliriz.
Bu flemay› çizelim. Oyunda befl durum var:

(0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)
durumlar›. Bu befl durumu birer kare içine alal›m.
Bir durumdan öbür duruma nas›l geçildi¤ini bir
okla gösterelim. E¤er bir
durumdan öbür duruma
kazanarak geçebiliyorsak,
okun kenar›na 1 koyal›m.
Kaybederek geçebiliyorsak
0 koyal›m. Örne¤in, (1, 3)
durumundan (2, 2) duru-
muna kazanarak geçebildi-
¤imizden, (1, 3) durumun-
dan (2, 2) durumuna giden oka 1 ad›n› veririz. Bu
oyunun flemas› yandad›r.

(0, 4) ve (4, 0) durumlar›nda oyun bitti¤inden,
bu iki durumdan ok ç›kmaz.

Bu flemaya bakarak oyunun sonsuz oldu¤unu
nas›l anlar›z? E¤er bir k›s›r döngü (yani fasit daire)
varsa oyun sonsuz demektir. (2, 2) durumundan
bafllayarak ve oklar› izleyerek ya (4, 0) ya da (0, 4)
durumlar›na gelmek zorunda de¤ilsek oyun bit-
mez. Örne¤in (2, 2)’yle (1, 3)’e gidip gelen bir k›s›r
döngü vard›r. Bunun gibi (2, 2), (1, 3), (2, 2), (3, 1),
(2, 2), (1, 3), ... döngüsü de döner durur. Demek
bu oyun sonsuz bir oyun.
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‹lk çizdi¤imiz a¤aca geri dönelim. A¤aca al›c›
bir gözle bakt›¤›m›zda oyunun birinci ve üçüncü
yaz›-tura at›fllar›ndan sonra bitmedi¤i anlafl›l›yor.
Biraz düflününürsek, oyunun tek say›l› yaz›-tura
at›fllar›ndan sonra bitmeyece¤ini görürüz (örne¤in
tümevar›mla.) Oyun 2, 4, 6 gibi çift say›l› at›fllar-
dan sonra bitebilir ancak.

Oyunun ikinci yaz›-tura at›fl›nda bitme olas›l›-
¤›n› bulal›m1. A¤ac›n ikinci kuflak köklerine baka-
l›m. Dört dal var. Her birinin olas›l›¤› 1/4’tür, çün-
kü ikinci kuflaktaki (0, 4), (2, 2), (2, 2) ve (4, 0) du-
rumlar›na ancak s›ras›yla TT (tura tura), TY (tura
yaz›), YT, YY at›ld›¤›nda eriflebiliriz. Bu dört du-
rumdan ikisinde oyun bitiyor, ikisinde bitmiyor.
Dolay›s›yla, ikinci yaz›-tura at›fl›nda oyunun bitme
olas›l›¤› 1/4 + 1/4, yani 1/2’dir.

fiimdi oyunun en fazla dördüncü yaz›-tura at›-
fl›nda bitme olas›l›¤›n› bulal›m. A¤aca bakarak,
oyunun en fazla dört yaz›-tura at›fl›nda nas›l bite-
bilee¤ini buluruz:

TT, TYTT, TYYY, YTTT, YTYY, YY
at›ld›¤›nda oyun biter. Bu 6 yaz›-tura at›fl›n›n (ola-
y›n) olas›l›klar› s›ras›yla flöyle:

1/4, 1/16, 1/16, 1/16, 1/16, 1/4.
Dolay›s›yla, oyunun en fazla dört yaz›-tura at›fl›nda
bitme olas›l›¤› bu say›lar›n toplam›d›r, yani 3/4’tür.

Oyunun en fazla alt› yaz›-tura at›fl›nda bitme
olas›l›¤›n› hesaplayal›m. Yukardaki a¤ac› sürdüre-
cek olursak, alt›nc› aflamada 4 tane (0, 4) ve 4 ta-
ne (4, 0) oldu¤unu görürüz. Oyunu sona erdirecek
bu 8 kökten herbirine ulaflma olas›l›¤› 1/26, yani
1/64. Dolay›s›yla oyunu bitiren bu 8 kök uçlar›n-
dan birine ulaflma olas›l›¤›m›z 8/64, yani 1/8. Bu
olas›l›¤› bir önceki paragrafta buldu¤umuz 3/4 ola-
s›l›¤›na ekleyecek olursak oyunun alt› ve daha az
yaz›-tura at›fl›nda bitme olas›l›¤›n› buluruz. Demek
ki, oyunun en fazla alt› yaz›-tura at›fl›nda bitme
olas›l›¤› 3/4 + 1/8 = 7/8’dir.

‹kinci, dördüncü ve alt›nc› yaz›-tura at›fllar›n-
dan önce oyunun sona erme olas›l›klar›n›n s›ras›yla

1/2, 3/4, 7/8
oldu¤unu bulduk. Okur, oyunun en fazla sekiz ya-
z›-tura at›fl›nda bitme olas›l›¤›n› hesaplarsa 15/16
bulacakt›r.

Bu kadar e¤lence yeter, art›k gerçek matematik
yapal›m.

Bir oyuncuda A lira, öbür oyuncuda B lira ol-
sun. Oyunun hangi aflamas›nda olursak olal›m, üs-
tüste A + B kez yaz› at›ld›¤›nda, oyunculardan bi-
rinin paras› biter, hatta daha önce de bitebilir. De-
mek ki, e¤er 1 olas›l›kla üstüste A + B kez yaz› ata-
ca¤›m›z› kan›tlarsak, bütün yaz›-tura oyunlar›n›n 1
olas›l›kla sonlu bir zamanda bitece¤ini kan›tlam›fl
oluruz. Dolay›s›yla flu teoremi kan›tlamal›y›z:

Teorem 1. n > 0 herhangi bir tamsay› olsun.
Sonsuz kez yaz›-tura at›ld›¤›nda üstüste n kez tura
gelme olas›l›¤› 1’dir, yani yüzde yüzdür.

Bu teorem, tura gelince kazanan›n oyunu kaza-
naca¤› anlam›na gelmez. Üstüste A + B kez tura ge-
lecektir (1 olas›l›kla.) Oras› kesin. Üstüste A + B kez
de yaz› gelecektir. O da kesin. Ama hangi oyuncu
daha önce kaybedecektir? Oras› kesin de¤il. fiansa
ba¤l›. ‹lerde bu flans›n kaç oldu¤unu bulaca¤›z.

Teorem 1’in Kan›t›: Ardarda n kez yaz›-tura
at›ld›¤›nda hep tura gelme olas›l›¤› 1/2n dir. Dola-
y›s›yla n yaz›-tura at›fl›n›n hepsinin birden tura ol-
mama olas›l›¤› 1 – 1/2n dir. Bu say›ya � diyelim:

� = 1 – 1/2n.
0 ��� < 1 eflitsizlikleri birazdan önem kazana-

cak, akl›m›z›n bir köflesinde tutal›m.
fiimdi 2n kez yaz›-tura atal›m. 2n yaz›-tura at›-

fl›nda n kez üstüste tura gelme olas›l›¤›na �2 diye-
lim. �2 say›s›n› bulmak kolay olmayabilir, ama bu
say›n›n 1 – �2’den büyük oldu¤unu kan›tlayabili-
riz. 2n at›flta nas›l üstüste n kez tura gelebilir? Çe-
flitli biçimlerde gelebilir. Örne¤in ilk n at›fl salt tu-
ra olabilir, ya da son n at›fl salt tura olabilir. Ne bi-
rinci n at›fl›n, ne de ikinci n at›fl›n salt tura olmama
olas›l›¤› �2’dir. Demek ki ya birinci n ya da ikinci
n at›flta salt tura gelme olas›l›¤› 1 – �2’dir. Dolay›-
s›yla 2n at›flta n kez üstüste tura gelme olas›l›¤› en
az 1 – �2’dir. Yani,

1 ���� ���� ��1
eflitsizlikleri geçerlidir.

Yukardaki ak›l yürütmeyi 3n, 4n ve genel ola-
rak kn at›fl için yapabiliriz. fiöyle yapar›z: k > 0 bir
do¤al say› olsun ve kn kez yaz›-tura atal›m. �k, kn
at›flta üstüste en az n kez tura gelme olas›l›¤› olsun.

1 ���k ���k ��1 (1)
eflitsizliklerini kan›tlamak istiyoruz. �k ��1 �flitsizli-
¤i elbette do¤ru. Birinci eflitsizli¤e bakal›m. Ne ilk n
at›fl›n, ne ikinci n at›fl›n, ... ne de k’inci n at›fl›n salt
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1 Paran›n hileli olmad›¤›n› varsay›yoruz. Yani yaz› gelme ola-
s›l›¤› 1/2, tura gelme olas›l›¤› 1/2.



tura olma olas›l›¤› �k’dir. Dolay›s›yla bu kn at›fltan
birinde (ya birinci, ya ikinci, ... ya k’inci n at›fltan
birinde) salt tura gelme olas›l›¤› 1 – �k’dir. Demek
ki kn at›flta üstüste n kez tura gelme olas›l›¤› 1 – �k

say›s›ndan fazlad›r. Yani
1 ���k ���k

eflitsizli¤i geçerlidir. (1)’i kan›tlad›k.
0 < ��<1 eflitsizliklerinden dolay›, k sonsuza

gitti¤inde �k say›s› 0’a yak›nsar [MD-2007-III,
sayfa 45, Teorem 1] ve 1 – �k say›s› 1’e yak›nsar:

limk ��� �1 – �k����1�
(1) eflitli¤inde k’yi sonsuza götürürsek,

1 = limk ��� �1 – �k��� limk ��� �k ��1
elde ederiz ki, bu da, k sonsuza gitti¤inde, �k say›-
lar›n›n 1’e yak›nsad›¤›n› gösterir. Demek ki at›fl sa-
y›m›z yükseldikçe n kez ardarda tura atma olas›l›¤›-
m›z 1’e yak›ns›yor. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. ■

Yukardaki kan›tta at›lan paran›n hilesiz oldu-
¤unu pek kullanmad›k. Para hileli bile olsa, tura gel-
me olas›l›¤› 0 de¤ilse, her n için, sonsuz yaz›-tura at›-
fl›nda üstüste n kez tura gelme olas›l›¤› 1’dir. Bunun
kan›t› da aynen yukardaki teoremin kan›t› gibidir.

Yoksulun fians›
Birazdan kan›tlayaca¤›m›z ilk teoremimizin sos-

yoekonomik yorumu flöyle:

“Teorem.” Adil bir dünyada çok yoksulun çok
zengine karfl› flans› yoktur. E¤er toplum düzeni biraz
olsun yoksulu kay›r›yorsa, o zaman yoksulun zengi-
ne karfl› az da olsa flans› vard›r.

Adil bir dünyada çok yoksulla çok zengin ay-
n› anda var olabilir mi sorusunu sormadan devam
edelim.

Zenginin - tan›m› gere¤i - çok paras› var. Yok-
sulunsa az paras› var. Zenginle yoksul yaz›-tura
oynayacaklar. Yaz› gelirse yoksul zenginden 1 lira
alacak. Tura gelirse yoksul zengine 1 lira verecek.
Oyun, iki oyuncudan birinin paras› bitene dek sü-
recek, daha önce sona eremez.

Bu kuralla oyun hiç bitmeyip sonsuza dek sü-
rebilir ama oyunun sonsuza kadar sürme olas›l›¤›-
n›n 0 oldu¤unu biraz önce kan›tlam›flt›k. Bu yaz›-
da yukardaki yaz›-tura oyununu kimin kaç olas›-
l›kla kazand›¤›n› bulaca¤›z. Önce yaz›-tura at›lan
paran›n hilesiz oldu¤unu varsayaca¤›z; daha sonra
hileli parayla oynanan yaz›-tura oyunlar›n› irdele-

yece¤iz; yan›t daha flafl›rt›c› olacak.
Örne¤in birinci oyuncunun 1, ikinci oyuncu-

nun 100 liras› varsa, büyük bir olas›l›kla ikinci
oyuncu oyunu kazan›r. Birinci oyuncunun kazan-
ma olas›l›¤› azd›r, ama 0 de¤ildir. Do¤ru yan›t %1
de¤il ama ona yak›n. Do¤ru yan›t› bulmak için bir
baflka örnek ele alal›m. Diyelim birinci oyuncunun
2, ikinci oyuncunun 3 liras› var. Birinci oyuncunun
oyunu kazanma olas›l›¤› kaçt›r? 2/5 herhalde. Bir
önceki örnekte, birinci oyuncunun kazanma olas›-
l›¤› 1/101’dir, ikinci oyuncununkiyse 100/101’dir.

Teorem 2. Hilesiz parayla oynanan yaz›-tura
oyununa birinci oyuncu n lirayla, ikinci oyuncu m
lirayla bafllarsa, birinci oyuncu oyunu n/(n+m) ola-
s›l›kla kazan›r.

Teoremi bir an için kan›tlanm›fl varsay›p teore-
min önemli bir sonucunu irdeleyelim. Teoreme gö-
re, ikinci oyuncunun ne kadar çok paras› varsa, bi-
rinci oyuncunun kazanma flans› o kadar azd›r.
Çünkü n sabit kal›r ve m artarsa, n/(n+m)say›s› git-
tikçe küçülür. Zengin ne denli zenginse ya da yok-
sul ne denli yoksulsa, yoksulun kazanma olas›l›¤› o
denli azd›r. Biraz abartal›m ve zenginin sonsuz pa-
ras› oldu¤unu varsayal›m. O zaman, yoksulun
oyunun sonlu bir an›nda befl paras›z kalma olas›l›-
¤› 1 olacak. Yani yoksul yüzde yüz kaybedecek.
Oyuna kaç parayla bafllarsa bafllas›n... Çünkü m
sonsuza gitti¤inde n/(n+m) say›s› s›f›ra gider. Yok-
sul milyoner olarak oyuna bafllasa bile, zenginin
sonsuz paras› varsa kesinlikle kaybeder. Dolay›s›y-
la bu teoremden flu ç›kar:

Teorem 2’nin Bir Sonucu. Hilesiz parayla oy-
nanan yaz›-tura oyununda, birinci oyuncunun son-
lu, ikinci oyuncunun sonsuz paras› varsa, oyunu 1
olas›l›kla (yani yüzde yüz) ikinci oyuncu kazan›r.

fiimdi Teorem 2’yi kan›tlayal›m. s = n + m ol-
sun. Yani s, iki oyuncunun toplam paras› olsun.
Kan›t boyunca s’yi sabit tutaca¤›z, ama n ve m de-
¤iflecekler.

p(n) say›s›, birinci oyuncunun n, ikinci oyun-
cunun s – n liras› oldu¤unda, birinci oyuncunun
oyunu kazanma olas›l›¤› olsun.

Örne¤in, p(0) = 0. Çünkü birinci oyuncunun
hiç paras› yoksa, zaten oyunu kaybetmifltir ve ka-
zanma olas›l›¤› yoktur.
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Öte yandan, p(s) = 1. Çünkü, birinci oyuncu-
nun s liras› varsa, ikinci oyuncunun hiç paras› kal-
mam›flt›r ve oyunu birinci oyuncu kazanm›flt›r.

Teorem 2, p(n) say›s›n›n n/s oldu¤unu söylü-
yor. Demek ki,

p(n) = n/s
eflitli¤ini kan›tlamal›y›z.

p(n) say›lar› birbirinden ba¤›ms›z de¤illerdir.
Aralar›nda bir iliflki vard›r. Bu iliflkiyi bulal›m.

0 < n < s olsun. Birinci
oyuncunun n liras› var. ‹lk
yaz›-tura at›fl›nda oyun iki
yoldan birini alabilir: Birin-
ci oyuncu ya kazanacakt›r
ya kaybedecektir. Kazan›r-
sa n + 1 liras› olacakt›r, kaybederse de n – 1 liras›.

Her iki durumun da olas›l›¤› 1/2’dir. Demek ki
k lirayla oyuna bafllayan birinci oyuncunun cebinde
ilk oyundan sonra yar›m olas›l›kla k – 1 liras›, yar›m
olas›l›kla da k + 1 liras› olacakt›r. Bu son iki durum-
da birinci oyuncunun oyunu kazanma olas›l›¤›, s›ra-
s›yla, p(k–1) ve p(k+1)’dir. Yani, 0 < k < s ise,

dir. Bunu flöyle de yazabiliriz: 0 < k < s için,
p(k+1) = 2p(k) – p(k–1) (2)

fiimdi bir önsav kan›tlayal›m:

Önsav. E¤er 0 < k � s ise, p(k) = kp(1).
Önsav›n Kan›t›: Önsav› k üzerine tümevar›mla

kan›tlayaca¤›z. E¤er k = 1 ise, sorun yok. fiimdi
eflitli¤i k = 2 için kan›tlayal›m. p(2) = 2p(1) eflitli¤i-
ni kan›tlamak istiyoruz. (2) eflitli¤inden,

p(2) = 2p(1) – p(0)
elde ederiz. Ama p(0) = 0 eflitli¤ini biliyoruz. De-
mek ki, p(2) = 2p(1) ve bu durumda da önsav›m›z
kan›tlanm›flt›r.

fiimdi k ≥ 3 olsun. Önsav›n k – 1 ve k için do¤-
ru oldu¤unu varsay›p k + 1 için kan›tlayal›m. Bu
varsay›mlardan ve (2) eflitli¤inden,

p(k+1) = 2p(k) – p(k–1)
= 2kp(1) – (k–1)p(1) = (k + 1)p(1)

ç›kar. Önsav›m›z kan›tlanm›flt›r. ■

Yukardaki önsavda k = s alal›m: 
1 = p(s) = sp(1) 

buluruz, yani p(1) = 1/s. Önsav› bir kez daha k = n
için uygularsak, bu eflitlikten p(n) = np(1) = n/s ç›-
kar. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. ■  ■■

Hileli Paran›n Öyküsü
Yaz›n›n süre¤inde paran›n hileli oldu¤unu var-

sayaca¤›z. Yaz› gelme olas›l›¤›na y diyelim ve birin-
ci oyuncu yaz› geldi¤inde kazans›n. Tura gelme ola-
s›l›¤› da t olsun. y + t = 1 eflitli¤i geçerli elbet. Top-
lam paraya gene s diyece¤iz. s gene sabit olacak.
p(n), birinci oyuncunun (yani yaz› geldi¤inde kaza-
nan oyuncunun) n liras› varken öbür oyuncunun
bütün paras›n› ütme olas›l›¤› olsun.

E¤er y = 0 ise, yani para hiç yaz› gelmeyecek-
çesine hileliyse, oyunu ikinci oyuncu kazan›r elbet.

E¤er y = 1 ise, oyunu birinci oyuncu kazan›r.
Ayr›ca y = 1/2 = t fl›kk›n› yukarda irdelemifltik.
Demek ki, bundan böyle 0 < y < 1 ve t � y eflit-

sizliklerini varsayabiliriz.

Teorem 3. Yaz› gelme olas›l›¤›n›n y, tura gelme
olas›l›¤›n›n t oldu¤unu varsayal›m (t = 1 – y). Bi-
rinci oyuncu yaz› geldi¤inde kazans›n ve oyuna n
lirayla bafllas›n. ‹kinci oyuncunun s – n liras› ol-
sun. Ve y � t olsun. Birinci oyuncunun yaz›-tura
oyununu kazanma olas›l›¤›

dir.

(2) formülünün bir benzerini bulal›m önce. Ay-
nen o kan›ttaki gibi bir ak›l yürütmeyle,

p(n) = tp(n – 1) + yp(n + 1)
eflitli¤ini buluruz. Bundan da

ç›kar. Aynen biraz önceki kan›ttaki gibi yapaca¤›z.
p(n) say›s›n› p(1)’i kullanarak bulaca¤›z.

Önsav. E¤er 0 < n � s ise,

Önsav›n Kan›t›: n üzerine tümevar›mla kan›tla-
yaca¤›z. n = 1 için bir sorun yok. n = 2 için kan›tla-
yal›m. (3) eflitli¤inde n = 1 al›rsak ve p(0) = 0, y + t
= 1 eflitliklerini kullan›rsak, önsav›n n = 2 için do¤-
ru oldu¤unu buluruz. fiimdi formülün n ve n – 1 sa-
y›lar› için do¤ru oldu¤unu varsay›p, formülü n + 1
için kan›tlamak gerekiyor. Ayr›nt›lar› okura b›ra-
k›yoruz. (‹pucu: (3) eflitli¤ini kullan›n.) ■

Art›k Teorem 3’ü kan›tlayabiliriz. Yukardaki
önsavda n = s al›rsak ve p(s) = 1 eflitli¤ini kullan›rsak,
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buluruz. Bu eflitli¤i önsava uygulayarak,

buluruz. Sadelefltirerek,

eflitli¤ini buluruz. Teorem 3 kan›tlanm›flt›r. ■  ■■

Birinci oyuncuda n lira, ikinci oyuncuda son-
suz para varsa, birinci oyuncunun oyunu kazanma
olas›l›¤› nedir? Bu soruyu yan›tlayal›m.

Üçüncü Teoremin fiafl›rt›c› Bir Sonucu. Yaz›
gelme olas›l›¤› y olsun. Birinci oyuncu yaz› gelince
kazans›n ve oyunun bafl›nda n liras› olsun. ‹kinci
oyuncunun ise sonsuz paras› olsun. E¤er y ≤ t ise
birinci oyuncu 1 olas›l›kla (yani %100 olas›l›kla)
bütün paras›n› kaybedecektir. E¤er y > t ise birinci
oyuncu oyunu 1 � (t/y)n olas›l›kla sonsuza kadar
hiç kaybetmeden oynayabilecektir.

Kan›t: E¤er t = y ise yan›t› Teorem 2’den biliyo-
ruz. Bundan böyle t � y olsun. Teorem 3’e göre,

limitini hesaplamal›y›z. E¤er y = 0 ise limit elbette 0
bulunur. Bundan böyle y > 0 olsun. E¤er t < y ise,

olur. E¤er t > y ise,

olur. ■

n = 1 için bu flu demektir: E¤er yaz› gelme olas›-
l›¤› tu›ra gelme olas›l›¤›ndan daha fazlaysa, o zaman
her an, o ana kadar gelen yaz› say›s›n›n tura say›s›n-
dan daha az olmad›¤› sonsuz yaz›-tura at›fllar›n›n
olas›l›¤› 0’dan büyüktür, tan tam›na 1 � t/y’dir.

fiöyle de ifade edebiliriz: Sonsuz kez yaz›-tura
atarak rasgele bir sonsuz 0-1 dizisi belirleyelim.
Ama yaz› gelme olas›l›¤› tura gelme olas›l›¤› daha
büyük olsun. Diziye (xn)n diyelim. Her n için,

ƒ(n) = |{i < n : xi = 0}|
olsun. Dizinin,

her n için ƒ(n)/n ≥ 1/2 
özelli¤ini sa¤lama olas›l›¤› 0’dan büyüktür. ♠
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