ortgenler, licgenden sonra islenen
cokgenlerdir. Bat1 dillerinde, tiggenler
tizerine bir¢ok kitap ve sayilan 10000'e yakin
makale yazilmigtir. DOrtgenler iizerinde de pek
cok aragtirma yapilarak ¢ok ilging ozelikler elde
edilmigtir. Biz bunlardan bazilanna deginmekle
yetinecegiz. Uzay dortgenlerini (aykir ‘
dortgenleri) konumuzun disinda birakiyoruz.

SINIFLAMA

Herhangi ti¢ dogrusal olmayan A,B,C,D gibi
sirali dort nokta verildiginde [AB], [BC], [CD],
[DA] dogru pargalanmmn birlesimine dortgen
deniliyor. A,B,C,D noktalanna késeler, bu
dogru pargalarina kenarlar deniyor.

Kogelerin alinigima gére dortgenler basit ve basit
olmayan dértgenter olarak iki snifi ayriltyor.

Basit dortgenler

Digbiikey ' igbiike‘y‘ |

Basit olmayaniar

Kelebek

Kelebek dortgenlere, capraz ya da yildil
dortgenler de denir. Sekilde goriildiigii lizere
basit dortgenler digbiikey ve i¢blikey olmak
izere ikiye ayrilir. Digbiikey (i¢btikey) bir
dortgende herhangi bir dogru dortgeni en ¢ok iki
(dort) noktada kaser. Her ikisinin de bir i¢ ve dig
bolgesi vardir. Basit olmayan bir dortgende
komsu olmayan iki kenar kesisirler ve gekil
kelebek'e benzedigi icin kelebek aduu alir.

Herhangi bir ABCD dortgeninde kenar
uzunluklanm

a=lABI, b=IBCl, c=ICDI, d=IDAI

olarak gosteririz. Karsilikh koseleri birlestiren
dogru parcalarina da kdsegen denir. Bunlann
uzunluklanm da SR

e =1ACH f=IBDI

olarak gosteririz.

Agilara gelince pozitif Slgiileri
A=9BAD, B=9CBA, C=9DCB,
D=9 ADC

olarak yazani.

Digbiikey dﬁrtgenlérd.e baz simgeler

S =1ABCDI (d6rtgenin alani)




Bir kdgegeni kenar kabul eden iiggenlerin-alan,
gevrel yarigap ve i¢ yarigaplanni S, Sg, Sc, Sp;.
Ra, R, Rc, Rp ve ra, 1, 1, I; ile
gosteriyoruz. Omegin S dedigimizde A
kosesinin kargisindaki kdsegeni kenar kabul
eden ABD li¢geninin alam anlagilacaktir.

Bir kosesi K kdsegen noktast olan tiggenlerin
alanlan, gevrel yaricaplan ve i¢ yaricaplan icin
Sa: Sty Ses Sa s Ray Rp, Re, Rq Ve 1, I, Tgh rd
simgelerini kullanacaglz

Basit d('irtgenlerin alan formiila

Kenarlar verilen bir dortgen gesitli bigimler -
alabileceginden alanmmin kenarar tiiriinden ifade

1652 =(2ad+2bc)2 —(2ad cosA — 2bc.cos ¢)?
—16 abed cos2g

elde edilir.

Ikinci parantezde kosiniis teoremi
uygulandiginda (a2 + d2 — b2 — ¢2)2 bulunur ve
sa taraftaki iki kare farki ¢arpanlara ayrilip
kisaltmalar yapilirsa (1) elde edilir.

Simdi, aym tiir elemanlar-(kenarlar, kdsegenler,
actlar) arasma birtakim kogullar koyarak 6zel =
bazi dortgenleri elde edecegiz.

A. YAMUKLAR

‘Kargilikl: iki kenar paralel olan bir dortgene
yamuk denir.

edilemeyecegi agtk olup ,
Pl Bu kenarlar {AB] ve [DC] ise bunlara taban adi

+ C B+D verilir. Oteki iki kenara da yan kenarlar denir.-

0= yada ¢'= 7 y
C c D
parametresini secelim. @ + ¢ = olup
cosZg = cos2¢’ dir. .
d
Teorem : Kenar uzunluklan a,b,c,d, yari >
gevresiu ve parametresx ¢= - (A+C)olan A a B
A a

basit bir ABCD dértgeninin alam igin

S2 = (u-a)(u-b)(u—c)(u—d) — abed cos2¢ | (1)

formiili gegerlidir.
Ispat: 2S = Sz + Sc = ad sinA + besinC

=482 =a2d?sin? A + b2c? sin?C +
2abcd sin AsinC
= a2d2(1-cos2A) + b2c2(1-cos2C) +
2abcd sin A sin C
= a2d2+b2c2 — a2d2cos2A- b2020052C+
2abcd sin A sin C
olup,
* 1+ cos (A +B)=2cos2¢
= 1+cos A cos C—sin A sin C =2 cosZ ¢
kullanildiinda
452 = a2d2 + b2c2 — (a2d? cos?A + b2c2 cos2C)
+2abed (1 + cos A cos C — 2cos2)

= (ad+bc)%-(ad cosA — be cosC)2-
4 abed cos? @

I¢biikey bir dortgen yamuk olamayacagindan
disbiikey ve kelebek yamuktan soz edilebilir.

Digbiikey bir yamukta kargiliklt 6teki iki kenar
paralel olabilir ya da olmayabilir. Olmasi halinde
yamuk paralelkenar adim: alir. Bunun da 6zel
halleri dikdortgen, eskenar dortgen ve karedir.

Taban agilari birbirine es olan digbiikey yamuga
ikizkenar yamuk denir. Taban agilarindan biri dik
olana da dikyamuk ad: verilir. Herhangi bir
ABCD dikyamugunda AB 1 BC L CD ise [DA]
ya hipoteniis denilebilir.

Digbiikey bir yamugun alam
2

1
2 atc

S =IABCDI = [EABI + ECDI =

oldugu gosterilebilir (Bkz. Aligtirma 2).
B. DIKGEN DORTGENLER

Kosegenleri birbirine dik olan bir dortgene
dikgen dortgen deriz.




KONUMU

Ug smifta da dikgen dorigen var. R Kirigler dortgeninde ilging bir teorem Batlamyus
(M.S. 130) teoremidir:

Teorem: (Batlamyus) Digbiikey bir kiri§ler
dortgeninde, kargilikli kenarlarin uzunluklarinin
garpimlarinin toplami kégegen uzunluklarmin
carpimuina esitlir.

ac+bd=ef C))
Ispat: Ispatta, kenar uzunluklar a,b,c olan bxr
ticgende

bc =2Rh, o ' ' (%)

bagmtisindan yararlanacagiz. Bu amagla C den
DA ya paralel [CC'] kirigini ¢izip [DC] yi [AC’ 1
ye tastyalim. AC'B quenmde (5)i kullanarak

ac=2RN - 3"
yazalim.

Teorem: Dikg ABCD > a2+c2 = b2+d2
ispat: B ve D nin AC tizerindeki dik
izdiigiimleri B’, D’ ise a2 — b2 = |AB’2-ICB’2,
d?c? = IAD'2 - ICD'12 den dikg

ABCD & a2 +¢2=b2 +d2

C. KIiRIS DORTGENLERI

Koseleri bir cember tizerinde bulunan bir
dortgene kirigler dortgeni diyoruz

Sadece digbiikey ve kelebek dortgenler kirisler -
dortgeni olabilir. Bu sefer C den BA ya paralel [CC”] Kirigini ¢izip
[BC] yi IAC"l ye tagtyalim ve ADC” tiggenine (5)
i uygulayalim. Su esitlik elde edilir:

bd = 2R - 5"

BC’ //DC” oldugu BCD ve C’AC” yaylarinm
esliginden kolayca- goriiliir. (5") ve (5”) niin taraf
tarafa toplanmastyla ’

ac + bd =2R (W + h") =2Rh

cikar, Burada h uzunlugu, paralel olan BCY ,DC”
dogrulannin uzakhiidir. :

A+C=B+D (2) A=C,B=D (3)
Kirisler dortgeninde actlar icin (2) ve (3) (5) uygulandifinda

Ote yandan e = IACI = IDC’l olup DC'B iif;genine ~

bagintilan sarisayla digbiikey ve kelebek. f=9Rh
dortgenler igin gegerh olup gerek ve yeter et= ‘ o - ‘ R
kosullardir. -~ bulunur ki ac + bd = ef esitli#i ispatlanmis olur.

[3]



Batlamyus'tan ¢ok sonraki matematikgiler su
genel teoremi elde etmiglerdir :

Teorem: Basit bir ABCD dortgeninde
ac+bd=ef ©®

esitsizlii gecerli olup esitlik ancak dortgenin
kirigler dortgeni olmasi halinde saglanir.

Bu teoremin evirtimle yapilan ispati dergimizde
yer almisur [Cilt II, Say1 2, s. 8].

Batlamyus teoreminin en basit uygulamasi olarak
su teoremi elde edebilirsiniz:

Teorem: Eskenar bir ABC tiggeninin ¢evrel
cemberinin A kargisindaki yay iizerinde alinan
bir P noktasimn A dan uzaklif, B ve Cden
olan uzakliklarinin toplamina esittir.

Simdi bir kirigler dortgeninde kosegen
vzunluklarinmn e/f oram ile ilgili teoremi verclim :

Teorem: Bir kirisler dortgeninde

e ad+bc
T ab+cd

esitligi gecerlidir. (Burada sag taraftaki oranda
pay ve payda, ilgili késegenin uglarindan gegen
kenarlann uzunluklannin ¢arpiminin toplamin
ifade etmektedir.)

n*

Ispat: [BD] kosegeninii ¢izmekle olusan
ticgenlerin alanlan

4RSp =daf , 4RSc = bef
olarak bilinmekte olup
4RS=4R (SA+Sc)=(ad +bec) f

Benzer olarak

*  Acaba (4)iin bir genellemesi olan (6)'da oldugu gibi
burada da (7) nin bir genellemesi séz konusu olabilir
mi? Bu konu iizerinde Cem Tezer ¢aligmaktadir.

[4]

4RS =4R (Sgp+Sp)=(ad+bc)e

olup her iki esitlik taraf tarafa boliinerck (7) elde
edilir.

Sonuclar: Yukanda elde edilen formiilleri
kullanarak

o2= (ad + be)(ac + bd)
- ab+ cd (8)

£2- (ac + bd)(ab + cd)
- ad + bc

esitliklerini buluruz.

Uygulama: Batlamyus teoremini kullanarak
ticgenler icin bilinen (Carnot teoremini
ispatlayabiliriz.

Teorem: (Carnot) Bir ABC tiggeninde ¢evrel
merkezin kenarlardan olan yonlii uzakliklarn
toplamu, cevrel ve i¢ yarigaplann toplamina
esittir: ‘

Xat Xb+ Xc=R+T , ©)

(Not: Omegin A agisi genigse gevrel O merkezi
ticgenin disinda ve A agist iginde olup yzuzakligi
negatif alinir.)

Ispat: Ucgenin kenarlarinin orta noktalan A’, B’,
C ise AC’'OB’ kirigler dortgenine Batlamyus
teoremini uygulayalim.:

1 1 _1

2 Xp Ty A= R
=cy,thbx.=aRk

elde edilir. Benzer olarak

ayc+cxa=bR
b)a + axp =cR

gecerli olup tigiiniin taraf tarafa toplanmasiyla




a(xb + Xe) + D (Xc + Xa) + € (Xa + Xp) =2uR
gikar. Ote yandan

AYa+ X+ A D Qa+ Xb+ Xe) +
c (xa +%Ab + %) = 2u(R+1)

2u(Xat+Ap+X) =20 R +71)
cikar ki (9) elde edilmig olur.

Simdi kirigler cokgeni i¢in Japon teoremini
yazalim.

Teorem : (Japon) Bir kirigler AjAs ... A,
¢okgeninde A kirisinden gecen kosegenlerin
cizilmesiyle olusan iiggenlerin i¢ yarigaplart
toplami i den bagimsizdir. .

Teoremi dortgenler i¢in ispatlayacagiz. Bu genel

teorem tiimevanmla ispatlanabilir.

Ispat: (n=4) A dan ge@eﬁ k6§egeni
¢izdigimizde ABC, ACD ii¢genleri olusur.
Bunlara Carnot esitligi uygulandifinda

XetXa+Xe=R+m

Xat Ao+ Xc+ Xd = 2R +.RB~~+ Rp
Buradan rc + ip = (Xx2) — 2R

¢ikar. Oteki kdsegeni cizmekle benzer olarak
(A +10)=(Cx)—2R

bulunur. Bdylece iddia ispatlanmig olur.

Sonug: Basit dortgenlerden kenar uzunluklar
verilen en biiyiik alanlisi kirigler dortgenidir:

S2 = (u—a)(u - b) (u—c)(u—d) - abed cosZg
olup

max S = min cos? ¢ = cos2 ¢=0=

_A+C _=w _
o= 5 -5§=>A+C-n..

O halde ABCD kirigler dortgeninin alan formiili

S =Y(u- a)(u - b)u — ¢)(u —d) (Brahmagupta)

(10)
olﬁr. |
ALISTIRMALAR
1. Digbiikey bir ABCD dortgeninde o
SaSc =SbS4 S an

nin gegerli oldufunu gosteriniz.

2. Taban uzunluklan a,c yiiksekligi h olan
kelebek bir yamugun alanmin (kanatlarin alanlan
toplaminin)

1a%+c?

2 a+c¢

" | 12)

oldugunu gosteriniz.
3. Dlsbiikey bir yamukta
$=/5+45, (13)

oldugunu gosteriniz.
4. Kenar uzunluklan 4,3,5,2 ve parametresi-

¢ = 60 olan digbiikey dortgenin alanim
hesaplayimz.

5. Ardigik kenar uzunluklart \5, \[’7 ,‘G , X olaﬁ
bir dértgen x in hangi degeri igin dikgendir?

6. Dikgen bir ABCD dortgeninde
La+Tp+Tc+1g=e+f-u
esitligi gecerlidir. (Alasia)

.Devam: say: 2'de



