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Gegen sayidaki yazimiz1 gezinti, dolagim,
yol, devre gibi tamimlarla tamamlamsgtik. Bu-
radan hareketle verilen bir geklin, elimiz kagittan
kalkmadan ve bir ¢izdigimiz cizgiden tekrar
ge¢meden, cizilip cizilemeyecegini nasil anlaya-
bilecegimizi gostermistik.

Simdi yeni bir tanim daha veriyoruz: bir
graf verildiginde biitiin kogeleri bir ve yalmz bir
kere ziyaret eden bir yola Hamilton yolu ve boyle
bir devreye de Hamilton devresi denilir. Iginde bir
Hamilton devresi bulunan bir grafa da Hamilton
grafi denir. Asagidaki graflardan birincisinde hig
Hamilton yolu bulunmaz; ikincisinde bir Hamil-
ton yolu vardir ancak Hamilton devresi yoktur;
ligiinciisii ise Hamilton grafidir.

Tanimdan anlagildig: tizere bir Hamilton
yolunda grafin biitiin kenarlarinin kullanmilmasi
gerekmemektedir. Bir grafin Euler grafi olup ol-
madiginin anlagilmasi kolay oldugu halde Hamil-
ton grafi olmasi konusunda karar vermek ¢ok
zor olabilir. Ifadesi karmagik ve uygulamas: zor
bir kag gerek sart ve yeter gart bulunmakla bir-
likte, hali hazirda bir grafin Hamilton olup ol-
madigim sOyleyebilecek bir gerek-yeter sart bilin-
memekedir.

Es Yapili Graflar

Bir grafi, diizlemde verilmig noktalar ve
bu noktalar1 baglayan kiriglerden olugan bir gekil
olarak tanimlamugtik. Ancak graf kavraminin
© bir tanimdan ibaret olmadigini da anlamig olmak
gerekir.

*ODTU Matematik Béliimii Oretim Uyesi

Diizlemde c¢izip graf dedigimiz sgeklin
diigtimleri genellikle bir problemin ¢esitli konum-
larina ve kenarlan da bu konumlar arasindaki
iligkiyi temsil eder. Bu durumda konumlar ve
iligkiler verildiginde bir graf cizebiliriz. An-
cak, iki kiginin ¢izdigi sekiller, aym bilgiyi
yansitmakla birlikte, farkli geometrik yapida ola-
bilir. Omegm, dort futbol takiminin lig usuli
aralarinda kargilagtiklarini diigiinelim. Takimlar
A,B,C,D olsun. Birinci hafta kargilagmalan
A— B ve C — D, ikinci hafta A — C ve B - D;
tcinci hafta da A - D ve B — C olsun. G,
grafimin noktalan takimlan, kirigleri de ilk hafta
yapilan kargilagtirmalan gostersin. Ga grafinin
noktalari aym, kirigleri ise ilk iki hafta sonunda
yapilan kargilagmalan, G3 in kirigleri ise ilk ig
hafta sonunda yapilan kargilagmalari gostersin.
Iki farkh kisi gu graflan elde edebilir :

Ao——oB - A B A B
Co—w—2oD C : D [& D
G - Gy Gs3

A A

Gériildiigii gibi aym durumu yansitan
iki farkh gekil ortaya cikabiliyor.  Ancak,
bu gekillerden birinin noktalarinin yerlerini ve
kiriglerinin geklini deglgtxrerek dlgerml elde ede-
biliriz. Aym: durumu yansitan, yani aym yapiya
sahip graflara egyapih graflar adi verilir.

Iki graf verildiginde, bunlarnn egyapili olup
olmadigin anlamak ugragtirica olabilir. Hemen
aklimiza gelen bazi gerek gartlar sunlardir : Gy ve
G2 graflan verilmig olsun, bunlarin egyapih ola-
bilmesi i¢in diigiim sayilari, kenar sayilar: ve lokal
dereceleri kiigiikten bilyiige dizerek elde edilen
dizileri de ayni olmalidir. Ancak bu sartlar yeterli
degildir. Ornegm, agagidaki G1 ve Gy graflan
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egit sayrda diigim ve kirige hatta aym lokal derece
dizilerine sahip olmakla beraber eg yapih degildir.

Graflar Uzerinde Islemler

Bir G grafi verildiginde, bu grafin
digumleri ve kirigleri ile oynayarak yeni yeni
graflar elde edebiliriz. Uzerinde cahgtigimz prob-
lemin ozelliklerine bagh olarak bazi kiriglerin
veya bazi digumlerin Onemi olmayabilir. Gegen
sayimizda ele aldigmmz ’Kurt, Kuzu, Lahana’
problemini ¢ozerken ortaya ¢ikan grafta isten-
meyen diglimleri atmigtik. Bir G grafindan
e kirigini silerek elde ettigimiz grai G — e
ile gosteririz.  Verilen bir G grafinda her-
hangi bir e kirigini silme iglemine kirig-silme

diyecegiz. Gorildigu tzere, kirig-silme igleminde -

hi¢ bir gucgluk yoktur. Benzer sekilde, G
grafindan bir v digimiini sildigimizi digiinelim.
Bu digimin silinmesinden sonra, buna bagh
kiriglerin birer ucu agikta kalacaktir ki, béyle bir
miinasebetsizlige, tanim itiban ile izin verilme-
mektedir. O halde, G — v ile gosterecegimiz
graf, G grafindan v ile birlikte v ye bagh biitiin
kiriglerin de atilmasiyla elde edilir.

A

Baz1 problemlerin tartigilmasinda, lokal
derecesi 2 -olan diiglimler Gnem tagimayabilir.
Ornegin agagidaki graflardan birisi Euler grafi ise
digeri de Euler grafidir: Yani, G nin Euler grafi
olup olmadigim aragtirirken v digimii hig bir rol
oynamamaktadir.

V.

Bu durumda v diigiimine, bagh oldugu
kirigleri tek bir kirig kabul edip bu yeni
kirisin bir noktast gozii ile bakmig oluyo-
ruz. O halde bu igleme ’digim-sondiirme’
diyebiliriz. Yalmz, derecesi ikiden farkh
digimleri sonditemiyecegimizi unutmamak
gerekir. Sondirme igleminin tersi de ’digim
gisirme’ olarak tamimlanabilecek iglemdir. Yani,
durduk yerde, bir kirigin her hangi bir noktasim
sigirip diiglim haline getirmeye ’digim gigirme’
diyecegiz. Eger iki graf sondiirme ve ‘gigirme
iglemleri ile birbirlerine eg olnyorsa bunlara home-
omorf graflar denir. Sekildeki G ve H graflan
homeomorftur.

Son olarak bir ‘G grafimn bir kiriginin
buzilmesini tarif edelim. G grafinda e kirigi
u ve v digimlerini birlegtiren kirig olsun. Bu
grafi, yeniden ama e kirigini biraz kisaltarak
¢izelim. Bir sonraki adimda, e yi biraz daha
kisaltalim. Boylece devam edersek, her adimda
e biraz daha kisalacak, v ve v birbirlerine bi-
raz daha yaklagacaktir. Nihayet, e tamamen
ortadan kalktifinda, u ve v cakigmg olacaktir.
Iste bu isleme e kiriginin biiziigmesi diyoruz ve
ortaya ¢ikan grafi da G\e ile gosteriyoruz. G
ve H graflanndan G, bir biiziigme ile H ye
donugebiliyorsa, G grafi H .ye biiziigebilir deriz.

G Ge

Bir G grafinin’ diigim ve kirig kiimeleri
V(G) ve E(G); H grafinmn da V(H) ve E(H)
olsun. Eger V(H) C V(G) ve E(G) C E(H) ise,
H ye, G nin bir alt grafi diyoruz. Bu durum,
H C G ile gosterilir.

[13]
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Diizlemsel Graflar

’f]g ev-ii¢ kuyu’ problemini temsil eden
grafimiz K33 idi ve bu grafi nasil gizersek
gizelim muhakkak iki Kkiriginin kesigecegini
gostermigtik. Bir graf, kirigleri hi¢ kesigsmeyecek
tarzda cizilebilirse ’diizlemsel graf’ diye nite-
lenir. Kiriglerin kesigmesi, K33 te oldugu gibi,
kaginilmazsa ’diizlemsel olmayan graf’ tanimi or-
Kyl

taya gikar. geklinde ¢izdigimizde iki

kirig kesigmektedir ancak bu grafi yeniden, @
seklinde, kirigler kesigmeyecek tarzda cizebiliriz.
O halde K4 diizlemsel graftir. Yazinin devamim
okumadan, Ks in dizlemselligini aragtirmanzi
tavsiye ederiz.

Her duzlemsel graf, diizlemde kirigleri ile
sinirh bolgeler tanimlar. Bu bolgelerin her birine
grafin ylizii diyoruz ve buulann saywum da f
ile gosteriyoruz. Burada dikkat edilecek nokta,
bolgelerden birinin ’sonsuz-bdlge’ olmasi ve f
ile gosterilen sayiya bunun da dahil edilmesidir.
Ornegin Ky iin dort adet ylizi vardir. Asagidaki
grafin da tam 7 tane yiizii vardr.

Formula Her

Euler diizlemsel ve
baglantih G grafinin kogeleri sayist v, kirigleri
sayist e ve ylizleri sayis1 f,v+ f = e+2 egitligini
saglar.

Soyle bir soru soralm : 73 diigimli,
214 kirigli diizlemsel basit bir graf var midir?
Soru tizerinde ¢ahgmadan 6nce, basit bir grafin
ilmegi bulunmayan ve iki diigiimii arasinda en
ok bir kirig bulan bir graf oldugunu hatirlayalim.
Yukaridaki soruyu, ¢6zmek yerine, daha genel
olan gu soruyu soralim : n adet diigiim verildigin-
de, basitlik ve diizlemsellik bozulmadan en fazla
kag tane kirig ¢izebiliriz?: Su nokta goriilmelidir
ki, en fazla sayida kirig cizildiginde biitiin yiizler
ticgensel olur. (Uggensel yiiz, ii¢ kirigle simrh
yiz demektir). Aksi takdirde, ii¢gensel olmayan
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yuze ait kogegenleri kirig olarak ilave edip daha
gok sayida kirig ¢izilebilir. Biitiin yilizleri tiggensel
olan grafta, her yiize ait t¢ kirig oldugundan ve
her kirig tam iki yiize simir oldugundan 3f = 2e
olur. Kiriglerin sayis1 en fazla degilse 3f < 2e
olur. O halde Euler formiilii geregi, her diizlemsel
basit graf icin e < 3(v — 2) gegerli olur. Ilk
sordugumuz soruya geri dénelim, v = 73 ise e <
3(73 — 2) = 213 olmaldir. Yani 73 digimli, 214
kirigli diizlemsel basit bir graf ¢izilemez. Simdi
de K5 grafimi diiglinelim :

Ks

Ks igin, v = 5,e = 10 dur. 3(v - 2) =
9 < 10 = e oldugundan, Ks in diizlemsel
olmayacagi anlagihr. Ks3 tn diizlemsel ol-
madigr bu egitsizlikten elde edilemez. Ancak
ayn1 muhakeme tarzi ile devam ederek daha genel
egitsizlikler elde edilebilir. Bir grafta her yiz en
az k adet kirigle ssmrhiysa kf > 2e olacaktir. Eu-
ler formiiliinii de kullanarak e < kz:g ifadesini
buluruz. Burada, egitlik ancak bitiin yiizlerin
tam k adet kirigle sinirh olmasi halinde gegerlidir.
Sindi yine K33 i diigiinelim. K33 iki-pargali bir
graf oldugundan i¢inde hig figgen olamaz. O halde
elde ettigimiz son ifadeyi k. = 4 igin yazabiliriz:
e < 2(v—2). Eger K33 diizlemsel ise bu ifadenin
dogru olmas: gerekir. Kz icne=9 ; v=26
dir ve 2(v —2) = 8 < 9 = ¢ oldugundan K33
diizlemsel olmaz.

Dizlemsel graflardan bahsederken Kj3
ve Ky iizerinde 1srarla durmamiz boguna degil.
Once, okuyucu verilen herhangi bir grafin
diizlemselliginin aragtirilmasinin zorluk derecesini
anlamalidir. 6rne§in agagidaki graflar i¢in ne
soylenebilir?, Bunlar kirigler kesismeden yeni
bagtan cizebilir miyiz? Cevabin kolayca verile-
meyecegl hissedilmektedir.
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Elimizde planar olmadigimi bildigimiz bir
K grafi olsun. Eger bir G grafi, K yi alt graf
olarak barindinyorsa veya G nin K ye homeo-
morf{ bir alt grafi varsa veya K ye biiziigebilir
bir alt grafi varsa G nin de diizlemsel olamay-
acaffi agikardir. Bu halde, K5 veya K3z e
homeomorf bir alt grafi bulunan veya bunlardan
birine biiziigebilir bir alt grafi bulunan bir graf
diizlemsel degildir. Peki, bunun tersi de dogru
mudur. Yani, diyelim ki elimizde bir G grafi
var ve gosterebiliyoruz ki bu grafta K5 e veya
K3,3 € homeomorf veya biiziigebilir bir altgraf bu-
lanmamaktadir. Diyebilir miyiz ki G diizlemsel
dir? Elbette graf teorisi metodlan ile inceleme-
den bu soruya kesin cevap veremeyiz. Ancak
en basit mantik ilkesi ile, ¢ hakkinda bir gey
soylenemeyecegini ileri siirebiliriz. Ashinda bu
sorunun cevabi olumludur. Yani bir G grafinin
dizlemselligi teghis etmek igin K33 ve K tahlil-
leri yeterlidir. Bu sonug graf teorisinim en guzel
teoremlerinden birisidir.

Teorem (Kuratowski) Bir G grafi igin
agagidaki ifadeler esdegerdir :
a) G dizlemseldir;

b) G nin K5 veya K33 e homeomorf alt
graft yoktur;

¢) G nin K5 veya Kj3 e biiziigebilir alt
graft yoktur.

Ornegin, agagidaki graf (Petersen grafl),

K e biizillebildiginden bir diizlemsel olmayan
graftir.

G

Kuratowski teoremi geregi, Petersen
grafinin K5 veya K33 e homeomorf bir alt grafi
bulunmalidir. Ks in her kogesindeki lokal derece
4 oldugundan, biitiin kége dereceleri 3 olan Pe-
tersen grafinda Ks e homedmorf bir alt graf
aramak beyhude olacaktir. O zaman, Petersen
grafinda mutlak surette, K33 e homeomorf bir
alt graf bulunacaktir. Bunu bulmaya ¢ahgmak iyi
bir ahstirma olabilir.

Okuyucu gozden kagirmamalidir ki,
dizlemsellik  hakkinda  soylediklerimiz  de
diizlemseldir. Yani, biitiin bu soylenenler bir grafi
dizlem (veya kilre) izerine ¢izmemiz halinde
gegerli olur. érnegin simit yuzeyinde hem ’lig
kuyu, ii¢ ev’ problemi ¢oziilebilir hem de Kj,
kirigleri kesigmeden ¢izilebilir.
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