Harmonik Doértgenler Kirig
dortgenlerinden olan harmonik dorigenler birkag
tirli tamimlanabiliyor.

A,B,C, D bir dogru tgerinde bu sirada
alinan dort nokta olsun (Sekil 1)

A B C D
Sekil 1
Eger
| |BA| _|DA]
I5C| = DT (14)

egitligi varsa B, D igin [AC] yi harmonik olarak
bolityor denir. Bu durumda A, C nin de [BD]
yi harmonik olarak boldigi ispatlanabiliv. Buna
gore A, B, C, D siral: dértliisiinie harmonik dortli
denir. -

Her dofru, merkezi sonsuzda olan bir
cember olarak dusiiniilirse harmonik dorthiyi
cemberde de tanimlayabiliriz :

A, B,C, D bir ¢cember iizerinde bu sirada

alman dort nokta ve (14) esitligi bu noktalar icin
gegerli ise, ABCD kirigler dortgenine harmonik
bir dortgen adi verilir (Sekil 2).

Sekil 2

Buna gore (14) ten “
a d o ,
E-—;:}QC—-&C{ {14)

elde edilir. @‘z’etle, ‘kargihkli kenar wzunluk-
larinin ¢arpimu egit olan bir dortgen harmonik bir
dortgendir.

*ODTU Matematik Baliimii Emekli Ogretim Uyesi

Harmonik dorigenlere iligkin iki Ozelik

verecefiz.  Bu Ozeliklerden herbiri harmonik
dortgenlerin tanum olarak alimabilir.

Teorem 1 : Harmonik bir dortgende bir
kdgegenin ug noktalanindan ¢evrel cembere ¢izilen
teget dogrular Steki kdgegenin dogrusu tzerinde
kesigirler, . . :

Ispat D ve O -den cevrel cembere ¢izilen
teget dogrular AC yi T ve T' de kessin. T =7
oldugunn gostermeliyiz (Sekil 3).

Sekil 3

koyalim. ACDT ~ ADAT benzerliginden

] _z_c
etz 1 d
2*‘—65
. ”‘d .

2 2
Y- ¢
:f 22mﬁi?:3~5m($+6)
. o2 e
= = =

P2 T B
gkar. 2 = [CT| icin benzer olarak

€

&= .
-g-f—wl‘.

:



bulunur ki (14) ten z = z’ elde edilir. o
Problem Harmonik bir dortgen giziniz.
Cizim: 1. Bir ¢ember ile diginda bir T

noktasi alinir.

2. T den gembere gizilen teget dogrularin
B ve D degme noktalan bulunur.

3. T den bir kesen cizilip cemberi kestigi
A ve C noktalari bulunur.

ABCD kirigler dortgeni harmonik olur. O

Not : Eger T den gizilen kesen BD ye
dik alimirsa elde edilen harmonik dortgen dikgen
olur.

Teorem 2 Harmonik bir dortgende K
kogegen noktasimin kenarlardan uzakliklari bu ke-
narlarin uzunluklanyla dogru orantilidir.

Ispat K nin AB,BC,CD,DA dan
uzakliklari r1, ro, 73, 74 olsun {Sekil 4).

1 r2 r3 T4

a b c d

oldugunu gostermek istiyoruz.
D nin AB ve CD den uzakliklari ¢ ve y
ise
rl_a:_dsinA_d_a
re oy esinc Tt b

Oteki orantilar benzer yolla gosterilir. O

a) Kirig Dortgeninde Bazi Formiiller

ac+ bd,ad + bc, ab + cd ifadeleri
Bir ABCD kirigler dértgeninde
kosegenlerin  arasindaki agilardan biri @ ise,
liggenlerdeki bc = 2Rh, formilli ABD ve CDB
iggenlerine uygulandiginda
ad+bc = 2RR +2RR"
2Rh = 2Resinf

bulunur. ab + cd igin de benzer formiil elde olu-
narak

ac+bd = ef
ad+bc = 2Resind (15)
ab+cd = 2Rfsind

&)

DEMIR.

formiilleri elde edilir.
(15) teki esitlikleri taraf tarafa carparak

V(ac+bd)(ad + bc)(ab+cd) = 2Refsind

Il

olup

V/(ac + bd)(ad + be)(ab + cd) = 4RS  (16)

ve

4RS _ 25
(ac+bd)2R ~ ac+bd

sinf =

(17)

elde olunur.

b) Kégse Acilan

Formiilleri doért agidan sadece A igin
yazacaglz. Oteki aglannkiler kenar uzun-
luklarimin ¢embersel permiitasyonlariyla kolayca
yazilabilir.

DAB ii¢genine uygulanan kosiniis teoremi

2dacosA = d?+a’—f?
" (ac+ bd)(ab + cd)
g2, 2\
= d'ta ad + be
olup sag taraf ortak paydah yazilirsa

kisaltmalardan sonra

d?+a?-b2—¢?
2(ad + bc)

cosA =

(18)

elde edilir. cos B, cos C,cos D (18) den ¢embersel
permiitasyonla bulunur. Ornegin

a2+b2_c2-_d2

oo B = 2(ba + cd)

Yan a¢1 formiillerine gelince,

1+cosA
d? 4 a? —b% - c?
2(ad + bc)
(d+a)? = (b—c)?
2(ad + be)
(d+a—-b+e)(d+a+b—c)
2(ad + be)

A [2u=b)(u—c)
S5 =V ad+be

2cos? =

2

i

(19)

(ac+ bd)*2R2S
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ve benzer olarak
A [2u—d)(u—a)
T s i v
ve bolme ile de
A (u—d)(u—a)
tan = = [~/
g (u—=b)(u—rc) @1
Ote yandan sin A = 2sin é cos —;1 den
25
N A=
sin a1 ie (22)
c) Kosegen  Noktasinin  Kogelerden
Uzakliklar:

|KA|==2,|KB|=y,|[KC|=¢e—=z

|IKD|=f -y
koydugumuzda, K AB ~ K DC benzerliginden

a_ T _ y

c f-y e—=x
orantilarindan

cc+ay = af

ar+cy = ae

denklem sistemini bulunuz. Bu sistemin ¢6ziimi
ise

a
x a—z—_—c2(ae—cf)

(af = ce)

a
y
a? — c2

olup e ve f nin (18) ile verilen degerleri kul-

lanilirsa
s - ac + bd d
- T4rs
ac + bd
= b
v 4RrRS ° (23)
elde olunur.
Sonug :
z:y:z:t=da:ab:bc:cd (24)

d) Kogegen Noktasimin Kenarlardan

Uzakhklari

K kogegen noktasimn AB,CD,... den
uzakliklar: ky, ks, ... olsun. DAB ii¢geninden

1
-;—xy sind = §ah1

esitliginde (23) ve (17) kullanihirsa

h = “Lsing
a
(ac + bd)? o2 28
a{4RS)? ac + bd
dab(ac + bd)
8R2S
abed(ac+ bd) 1
hi = ———~ _/_ (95
! 4RSS ¢ =)
Sonug :
1 1 1 1
hl.hz.hg‘}h;.—z.'('i‘.a‘.g (26)

Not: (26) ve (28) orantilar1 daha sade yol-
lardan elde edilebilir.

D. TEGET DORTGENLERI

Kenar dogrular: bir ¢embere teget olan bir
dortgene tegetler dortgeni denir.

Agagida digbiikey ve icbiikkey olan iki
tegetler dortgeni ¢izilmigtir (Sekil 5).

D

B

A
B

Sekil 5
Teorem: Basit bir ABCD dortgeninin
tegetler dortgeni olmasi icin gerek ve yeter kosul

atc=b+d @0

egitligidir.

ispat ispatl digbtlikey dortgenler igin veri-
yoruz. Benzer ispat i¢biikey olanlar igin verilebi-
lir.

a) Gereklilik: Bilinmektedir.

b) Yeterlilik: ABCD dortgeninde (15)
esitligi gecerli olsun. Dértgende [AB], [BC], [CD]
ye teget olan ¢emberi ¢izelim. (Sekil 6). Eger
[AD] bu gembere teget degilse teget olan [AD']
dogru pargasim gizelim (D’ € [CD}).
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Sekil 6 Sekil 7

Varsayimdan: a+c=b+d
ABCD' den a+c' =b+d'
olup taraf tarafa gikarma yapildiginda den

(b+d—a)?=h2+k?

—cd=d-d=>D=D". m]
e a? + 5%+ c? — 2a(b + d) = (a — d cos A — bcos B)?
Alan Formiilleri +(dsin A — bsin B)?

Genel alan formiilii (10) ABCD tegetler yazalim. Parantezleri agip diizenlemelerden sonra

dortgenine uygulanirsa bd(1—cos(A+ B)) = ad(1—cos A)+ab(1--cos B)

u=ate=b+d elde edilir. Bu da

d
- bdsin? 232
$? = (u—a)(u—b)(u—c)(u—d)—abedcos? p

cda — abedcos? ¢
abed(1 — cos? )

A B
— - 2 - . 2 -
= adsin 5 + absin 3

yi verir.
Burada (Sekil 8) agilar IAB iicgeninin I
daki dig agisi ve taban agilar olup siniis teoremi

s = Vabedsin ¢ (28) uygulandiginda
1 1 1 1
§= gar+ sbr+ sor+ sdr
ise
S=ur (29)
Verir.

Teget Dértgenleri Uzerine Bir Aragtirma

Sekil 8

Geometrik bir yeri bulma ile baslayan
aragtirmamiz beklenmedik bir sonugla bitmis ve
sonug atelyede bir mekanizma haline getirilmistir. bda? = ads® + adt?
Cok giizel igleyen bu mekanizmanin teknolojide
bir uygulamasi olacagina inamyoruz.

Problem [AB] kenan sabit tutulan ve bd , ad

bulunur. Her terim b+ d ile bdlundiiginde

—_ 2
a,b,c,d kenar uzunluklan verilen oynak big b+ a b + a’ + b+d (a)
ABCD tegetler dortgeninin I ig merkezinin ge- : .
ometrik yerini bulunuz. elde edilir. (a) mn sag tarafinda s?,¢? nin kat-
. Qoziim  ABCD dortgeni tegetler Sayllanmm p,q ile gosterirsek

dortgeni oldugundan a + ¢ = b+ d esitligi gegerli
olup ¢ = b+d—a yazalim ve Sekil 7’den yararla-
narak kenar uzunluklan ve A, B agilan arasinda
bir bagint1 elde edelim.

[4]
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I
t
g \S
1
A X B
Sekil 9
P _q

ptg=ave— = -
a b

den [AB] tizerinde A dan uzaklifs p ve B den
uzaklifi ¢ olan bir X noktasi tamimlarms olu-
ruz (Sekil 9).X noktast [AB] yi yan kenarlarn
oraninda boler.

Boylece

bd
a+d

()

a2 - p32 +pt2

Bu esitlik bize IAB
p ile ilgili su Stewart

yi elde etmis oluruz.
tggeninde |[IX| =
bagintisim hatirlatiyor:

L, _ abd _ a%d
T bd T Grayn
abd abed
= Gt 0= G
ve
vabed
p=5 (29)

b+d

elde edilir. Burada p sabit olup I nin X nok-
tasindan uzakhgm verir. Bagka bir deyigle I
nin geometrik yeri X merkezli ve p yaricapli bir
cemberdir. O.

Bu geometrik yerde 6nemli ve beklenmedik
bir sonug cikaracagiz. Eger [AB] kenan yeri-
ne [BC] kenarim sabit tutarak I nin geometrik
yerini diigiinseydik, [BC] yi a : ¢ oramnda
bolen Y noktasim bulur ve geometrik yerin Y
merkezli Ve ayn1 p yarigaph bir ¢ember oldugunu
anlardik. Durum [CD],[DA] kenarlan icin de
aymdir. [CD] yi b : d ve [DA] y1 ¢ : a
oraninda bolen Z,T noktalarmi alir ve sonug
olarak |IX| = [IY| = |IZ]| = {IT| yi elde
ederdik. (sekil 10) (D noktasi ¢ember iizerine
diigmeyebilir).

C
YA
D
Y
T )
A B
X
Sekil 10
Sonug gu oluyor:
Bir tegetler dortgeninde [AB] yi =4,
[BC] yi {—75—} = 2,[CD] yi f‘ZT)‘} =% ve

[DA] »n gw% = & oranlarinda bélen X,Y,Z,T
noktalar bir I' ¢emberi tizerinde bulunur. Bu
cemberin merkezi I i¢ merkezi ve yarigap1 p =
abc dir.

Dortgen bigim degistirdiginde X,Y, 2, T
nin ¢emberdegligi ve p nun sabitligi bozulmaz.

(3zelli§i somutlagtirmak i¢in atelyede
yaptirlan modelin ¢ok giizel ¢alisti goriilmiig ve
bu mekanizmanin teknolojide yararh olabilecegi
diigiiniilmiigtiir.

Bu mekanizmada

IBX| [BY|,|CY]| ICZz|,|Dz|
|DT|,|AT| = [AX] oldugu kolayca gdsterilebilir.

Sonug

Vabed

u

Vabedsin @

= ur

veS =

Buradan da r = psin ¢ oldugu gkar.

O halde ¢ = £ oldugunda ya da tegetler
dortgeni kirigler dortgeni bigimine girdiginde I'
cemberi i¢ ¢cember olur.

Simdi T ¢emberini kullanarak su cizim
problemini kolayca ¢ozebiliriz:

Problem Bir ¢ dogrusu ile bu dogruya U
da teget bir ¢ember verildiginde, A, B kdseleri
£ dizerinde olan ve kenmar uzunluklam verilen
ve gemberi i¢ ¢ember kabul eden digbiikey bir
ABCD dortgenini cetvel ve pergelle giziniz.

D C

A U B
Sekil 11

[5]




Cozum:  Verilen cember [I] olsup.
Tegetler dortgeninin I'(I,p) cemberini cizelim.
(Sekil 11) Bu ¢emberin £ yi kestigi noktalardan
biri x olsun. (Eger I' cemberi ¢ yi kesmezse prob-
lemin ¢oziimu yoktur.)

XAl = #% ve |XB] = e
egitliklerinden A ve B noktalan gizilebilir. A ve

B den [I] ye degetler cizilp [AD] = d,[BC] = b
olmak tizere D, C koseleri bulunur. CD dogrusu
[1] ye teget kahr. O
Teorem  Bir
kogegenlerin  orta
dogrudastir.

tegetler
noktalar1 ve

dortgeninde
i¢ merkez

Ispat igin su yardima teoremi kul-
lanacagiz:

Yardimci Teorem Bir pog agsimin ke-
narlan iizerinde [AB],[CD] dogru pargalan ile
igte bir P noktast alindiginda .PAB,PCD
liggenlerinin alanlar1 toplami sabitse P nin geo-
metrik yeri aginin bir kirisidir.

O U A B
Sekil 12

Renarlar tizerinde [AB] ye eg [OU] ve
[CD] eg [OV] yi alahim. (Sekil 12). POU, POV
nin alanlari toplamu ilk toplama esit olup PUOV
dortgeninin alami sabit kalir. OUV nin alam
degismediginden PUV nin alani sabit kalir. O
halde P nin geometrik yeri a¢inin UV ye paralel
bir kirisi olur.

Not: Eger [AB], [CD] dogru parcalar bir-
birine paralel iki dogru iizerinde alinmig olsaydi
geometrik yerin bu dogrulara paralel bir dogru
olacagl agiktir.

Ispat Tegetler dortgeni ABCD, alam S,
yarigevresi u, i¢ yarigapt r,[AC),[BD] nin orta
noktalart X,Y ve i¢ merkez I ise X,Y,I nin
orta noktalart X,Y vei¢ merkez I ise X,Y, I nin
dogrudas oldugunu gostermek istiyoruz. (Sekil
13)

(6]

DEMIR,

S
IXAB|+|xCD| = 2
S
IYAB|+|vCD] = 2
2
1 1 1 ;
[IAB|+|ICD| = gar+ ger = 5(0 +E39)
R S |
= -2—ur = D)

olup Y. Teorem’den dogrudashk dpgru olur.

E. IKi MERKEZLI DORTGENLER

Cevrel ve i¢ merkezi olan bir dortgene iki
merkezli dortgen denir. Kirig - teget dortgeni de
denebilir.

Bir kirig-teget dortgeninde gevrel merkezi
O ve yancapt R, i¢c merkezi I ve yaricap: r ile
gosterecegiz. (Sekil 14)

Su teoremi ispatsiz olarak veriyoruz:

Sekil 14

Teorem [0] ve [I] gibi iki cemberi gevrel
ve i¢ cember kabul eden bir dortgen varsa bunlar-
dan istenilen goklukta ddrtgen vardir.

‘jggenler de kirig-teget tiggenleri olup d =
[OI] uzakhigi ve R, r arasinda Euler’in su bagintisi
vardir.

d® = R? - 2Rr (30)

Acaba kirig-teget. dortgeninde d, R, r,
arasinda ne gibi bir bagint: vardir? Bagintiy1 Eu-
ler’in 6grencisi olan Fuss elde etmistir:

R 1 _
R2 — {2 R2+d2_r2

(Fuss)  (31)




DEMIR

Alan formula Kenar uzunluklan a,b,c,d
olan iki merkezli bir dortgende

S = Vabed (32)
F. TAM DORTGENLER
Digbiikey  bir  dortgenin  kenarlarim

uzatilmasiyla elde edilen gekle tam dortgen denir.
Bagka bir deyigle tam dortgen herhangi ikisi
kesigen dort dogrunun olugturdugu sekildir.

E
D
C
F
A B -~
Sekil 15

ABCD nin kirigler (tegetler) dortgeni ol-
masina gore tam dortgene kirigler (tegetler) tam
dortgeni deriz.

Sekil 15’deki ABCD tam dortgeninde
[AB],[BD), [EF] kogegenlerdir.

Ispatsiz  olarak iki teorem vermekle
yetinecegiz.

Teorem 1 (Newton) Bir tam dortgende
kégegenlerin orta noktalar dogudastir.

Bu dogruya Newton dogrusu denir. Bu
orta noktalar EAB uggeninin orta liggeninin ke-
narlan uzerinde olup Menelaus Teoremini uygu-
layabilirsiniz.

v Teorem 2 (Miquel) Tam dortgendeki
dogrularin tiger iiger alinmasiyla olusan dort
ug¢genin c¢evrel ¢emberleri noktadagtir.

ALISTIRMALAR

1. Cevrel yarigapt R olan dikgen bir ABCD
dortgeninde

a®+c? =b’ +d> = 4R?
egitligini ispatlaymiz.

2. Bir ABCD kirigler ddrtgeninde kogegen
noktasindan ve bir kenarin ortasinda gegen
bir dogru kars: kenara diktir.

3. Dikgen bir kirigler dortgeninde ¢evrel
merkez ile kdgegen noktasimn kenarlar
iizerindeki dik izdiigimleri ¢emberdegtir.

4. Dikgen bir harmonik dortgen bir tegetler
dortgenidir.

5. Sekil 4 teki harmonik dortgende A4, K, S, T
noktalar: harmonik bir dortlidiir.

6. Ardisik kenarlarinn uzunluklan 75, 68, 40,
51 olan bir kirigler - dortgeninde

a. eve fyi

b. Kogelerin noktasindan

uzakliklarim

kogegen

¢. S alanim

d. Cevrel ¢api

hesaplayip bunlarin birer tamsay1 oldugunu
gosteriniz.

Haydar Altunay



