PoLINOMLAR HAKKINDA

ismaiL GULo&LU®

1993 Uluslararasi Matematik Olimpiyat-
lari'na hazirlanan Turk ekibi ¢aligmalanmi 25
Ocak - 4 Subat tarihleri arasinda Antalya’da
stirdiirdii. Orda gdzden gegirilen problemlerden
bir demek de size sunmak istiyorum.

. F(g)=2"+an_ 12" '+ +ayz+ap
polinomu katsayilan tamsay: olan bir polinom ol-
sun ve

F(a)=F(b)=F(c)=F(d)=5

olacak gekilde 4 tane farkli a,b,c,d tamsayilan
bulunsun. F(k) = 8 olacak gekilde bir & tam-
sayisinin bulunmadigin gosteriniz.

Once F(z) polinomu yerine G(z) =
F(r)—5 polinomunu alarak problemi, “tam sayih
G(r) polinomu farkli tamsay1 koke sahip ise hig
bir k& tam sayisi i¢in G(k) = 3 olamayacagini”
gostermek problemine doniigtiirelim.

G(a) = 0 oldugunda G(z) polinomu z—a
polinomuna bolunur, benzer gekilde z—b, z—, z—d
polinomlarina da béliinir. Bunlar ikiger ikiger ar-
alarinda asal olduklan i¢in G(z) polinomu bun-
larin ¢arpimina da bélintr. Yani H(r) tam kat-
sayili bir polinom olmak tizere

G(r) =(zx —a)(z = b)(x — )z —d)H(z)

dir. Buna gore her k tam sayis1 igin G(k) bir
tam say1 ve

G(k) = (k — a)(k — b)(k — c)(k — d)H (k)

G(k) saywsinin Z iginde bir ¢arpanlara ayriligidir.
Ustelik (k — a),(k — b),(k — ¢),(k — d) ikiger
ikiger farklhi tam sayilardir. Burdan hemen G(k)
degerinin hi¢ bir k tam sayisi i¢in asal sayi ola-
mayacagl gorulir.

2) F(z) tam katsayili bir polinom olsun.
F(1),F(2),...,F(k) tam sayilannin hi¢ biri &
ya boliinmeyecek gekilde bir k& dogal sayisi varsa
F(r) polinomunun Z tam sayilar halkasindan hig
bir koki yoktur.

Bunun igin sunu gozlemlemek yeter:
a,bk € Z ve a = b (mod k) ve tam katsayili
F(z) polinomu igin F(a) = F(b) (mod k) dir.

*ODTU Matematik Bslimii Ogretim Uyesi

Diger taraftan her @ tam .sayi1 k
moduliine gore {1,2,...,k} kimesinin bir ele-
manina denk oldugu icin F'(a) = 0 olacak gekilde
bir a € Z varsa k/F(i) olacak gekilde uygun bir
i €{1,2,...,k} sayis1 vardit.

3) n > 1 olmak lzere f(z) = (z +1)" —
z" — 1 polinomunun ¢ok kath bir koku olmas
icin gerek ve yeter gart n — 1 sayisimin 6 ya
bolunmesidir. .

¢ sayisimn f(z) polinomunun ¢ok kath bir
koki olmasi demek m > 2 olmak uzere

f(z) = (= = ™ h(z)

olacak sekilde bir h(z) polinomunun bulunmas:
demektir. Eger h(c) # 0 ise m sayisina c
kokunun kathlig: denir.

f(z) = anz™ + Gp_12" 14 - 4 ajz+ ao
polinomuna kargthk a, - n - z"~ ! 4 ap-1(n —
1)z"~?+...4as-2x+a seklinde tanmimlanan poli-
noma f(z) in tiirevi denir ve f’(z) ile gosterilir.
f(z),9(z) polinomlar ve ¢ bir sabit olmak uzere

[ef(z) + 9(z))
[f(2) - 9(2))

¢ f(z)+g() ve
F(@)g(=) + f()d' (=)

oldugu kolayca gosterilebilir. Ozel olarak m > ¢
igin

(=™ h@) = m(e— ™ k() + (e — )™ h'(z)
= (z-c)™ m h(z) + (z - <) h'(z))

elde edilir. Yani ¢ sayis1 f(z) polinomunun
¢ok kath bir kékii ise f/(z) polinomunun da bir
kokudir.
Bu gozleme dayanarak bizim prob-
lemimizde ¢ kompleks sayis1 f(z) = (z + 1)" —
z™ — 1 in ¢ok kath bir kokii ise

(c+1)'=c"=-1=0

ve

n(c+1)""t—ne"" =0
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olmaldir. Buradan (¢+1)"~! = ¢*~! ve dolayis1
le ¢ Ye+1)=c"+1 den

(e + 1)"‘1 ="~

bulunur. Buna gére ¢ ve ¢+ 1 kompleks sayilarn
birim ¢emberin igine gizilen bir kdsesi 1 sayisi olan
diizgiin (n — 1)-genin iki kogesidirler.

Diger taraftan kogeleri ¢,c+1 ve 0 sayilan
ile verilen iiggen egkenar oldugundan uygun bir
k € IN igin

1:1

2% 2%
el
yani n — 1 =G -k olmahdir.

Tersine G/n—~1 ise (x+1)* —2z" —1 poli-
nomunun ¢ok katlh bir kékii oldugunu géstermeyi
okuyucuya birakiyornz... .

4) f(z)=z"+a1z" '+ ...t ap1z +a,
tam katsayili bir polinom ve n > 1 olsun. Her-
hangi bir k pozitif tam sayis1 verildiginde f(m)
tamsayisinin en az k tane farkli asal béleni olacak
gekilde bir m tamsayis1 var midir?

K ={p|p asal, p| f(m),m € Z} kiimesi
sonlu ise problemin cevabx elbette "hayir” olmak
zorundadir. Once bunu anlamaya ¢aligahm. K
kiimesi sonlu olsun, K = {py,pa,..., pr} farzede-
lim. Bu durumda a,, # 0 oldugu hemen goriiliir.

f(any) = an{a;: Iyn’*‘alaﬂ zy" T4 ‘+an~—1y+1]
oldugu igin py - py - --- - p, in kat1 olan her
y tam sayis igin f(any)/a, tam sayisimin asal
bolenlerinin hig biri K kiimesine ait olamayacagi
igin bu sekildeki her y i¢in f(any)/a, = 1 yani

ap Yt 4t aay =0

olmahdir. Fakat n > 0 igin n inci dereceden bir

polinomun en fazla n tane farkli kékii olabilir.
n > 1 olduguna gore K nin sonlu oldugunu kabul
etmek bir celigkiye neden olmaktadir. Su halde K
sonsuzdur.

Buna gore verilen herhangi bir k pozitif
tam sayisi igin Syle my,my,...,m; tamsayilan

ve p1,P2, ..., Pk ikiger ikiger farkli asal sayilar
vardir ki her 1 =1,2,.. .,k icin
pi | f(m;)

olsun. Cinli Kalan Teoremi’ne gore (Matematlk
Diinyasi, Cilt 3, Say1 1)

m=m; (mod p;), i=1,2,.. k
olacak. gekilde bir m tamsayisi vardir. Diger
taraftan bu kongriians bagmtilan

f(m) = f(m;) =0 (mod py), i=1,2...k

ve dolayist ile

pip2--px | f(m)

oldugunu gosterir.  Yani sorumuzun cevabi
7evet”dir. (1989 Olimpiyatlari’na Snerilen soru-
lardan biri). aj,as,...,a, ikiger ikiger farkh
tamsayillar ve n > 3 olsun. f(z) = (z -
ai)(z —a3)---(z — an) — 2 polinomu Z iizerinde
carpanlara ayrilabilir ise yani

f(z) = g(=) - h(=)

olacak gekilde, dereceleri en az 1 olan g(z) ve
h(z) tam katsayil polinomlar bulunabilirse n = 3

dir.

f(z) = g(z) - h(z) ise f(a;) = ~2 den
her i = 1,2,...,n igin —2 = g(a;)h(a;), yani
(9(a0), h(a)) € {(1,=2), (=1, 2)(2, ~1), (-2, )}
elde ederiz. Buna gore g(a;) + h(a;) her i =
L,2,...,n igin ya 1 ya da -1 dir. {i | g(a;) +
h(a,) = 1} kiimesinin tam k tane olsun. Bu du-

rumda {i | g§a,) + h(a(? ~1} kiimesinde tam
n — k tane eleman vardir. Genelligi bozmadan,
gerel};xrse a; leri yeniden uygun §ek11de indeksle-
yere

9(a1) + h(a1) = g(az) + h(az) = - - = g(ar) + h(ax) = 1

farzedelim.

Once k > % darumunu inceleyelim:
9(z) +h(z) -1 = (z—ar)(z—a2) - (z —az)u(z)
olacak gekilde tam katsayih bir u(z) polinomu
vardir. g(z)+h(z)—1 polinomunun derecesi, g ve
h polinomlarimin derecelerinin biiyiigiinden daha
biiyiik olmadig: igin, n den kiigiiktiir. Dolayis:
ile k< ndir. i <k+1 igin g(a;) + h(a;) = -1
oldugu igin her > k +1 icin
(@i —a1)(ai — a2) (@i —ar)ua) = -2 (%)
dir. Problem 1’de uyguladigimiz diigiince ile bu

denklemlerden 6nce k¥ < 3 oldugunu goriiniiz.
k = 3 ise yukanidaki denklemden

{a1,a2,a3} C {ai ~ 2,ai — 1,0, + 1,0; + 2} (%)

bulunur. n > 4 ise (*x) da i{ = 4 olup as
e bakarsak, |as — aj| > 3 olacak sekilde bir
je {12 3} bulunmas: gerektigi gorilir ki, ()
denklemi ile geligir. n = 4 ise g(z) veya h(z)
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‘polinomlardan birinin derecesi 1 olmak zorun-

"..dadir yani f(z) polinomunun tamsay: olan z gibi

“bir kokit bulunmahdir. Fakat bu.
(z—a)(z—ax)(z—as)(z —as)=2

verir ki-mumkiin degildir. Su halde k = 2 ve
dolayist ile n < 2k = 4 olmalhidir. n = 4 ol-
sun. Yukandaki digiince ile g(z) ve h(z) in her
birinin derecesi 2 den kiiguk olamayacaf i¢in tam
2 olmali ve dolaysi ile

9(z) + h(z) - 1 = (z — a1)(z — az)u(z)

de u(z) sabit olmahdir ve dolayisi ile sol tarafin
bag katsayisina esit olmali. ¢(z) ve h(z) in bag
katsayilari 1 oldugu i¢in u(z) = 2 bulunur. Buna
gore

(63 —— al)(a3 -— 02) =—1= 9(14 — al)(a4 - 02)
yani ‘
{(13— 1,03‘*' 1} = {01,02} = {04 - 1)64+ I’}

elde edilir ki az = a4 ¢eligkisini verir. Su halde
u = 3 olur.
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Benzer gekilde k < 2 durumunda, g(z) +
h(z) — 1 polinomu yerine g(z)+ h(z)+1 polino-
munu alarak n = 3 oldugunu gostermeyi okuyu-
cuya birakiyoruz.

Gegen saymmzda Veliev’in makalesinde soz
edilen polinomun kokleri ve katsayilar: arasindaki
miinasebetler konusunda bir takim problem ile bu
yaziya son verelim:

L p(z) = @uz" + ap12™ ! + - +
a3z® + 2% + £ 4 1 reel katsayih polinomun biitin
kéklerinin (C iginde) reel olamayacagim gosterin.

II. a; € {-1,1}, i = 0,1,2,...,n~1
katsayih ve koklerinin hepsi reel olan f(z) =
Z" 4+ @p_12" 1 + .- 4 a1z + ap polinomlarinm
timind bulun. :

1. a,b,c reel sayilant ¢ + b4+ ¢c = 0
kosulunu saglarsa

a®+ 65468 _ BEB 43 a?+b2 42
5 - 3 2

oldugunu gosterin.

DUZELTME

Yarigma problemi Y54 dergimizin 3. cilt, 1.

dizeltilmig geklini sunar, éziir dileriz...

sayisinda hatali olarak yaymlanmstir.

Asagida

Y54. Yaricaplart ry,rq, 73 olan 71, 72,73 cemberleri ,
72 Ny3 = {0, A1}

T3 n = {0) A?}
71 N7y2 = {0, A3}
olacak ve O noktasi A;A;As ti¢geninin iginde kalacak gekilde kesigtikleri takdirde

1 1 1

1 1

1 2

~<
+ r3 lOAli

+ +
|0As] ~ |OAs|

oldugunu ve esitligin ancak A; A2 A3 li¢geninin egkenar ve

F1=r2=73

olmas halinde miimkiin oldugunu gésteriniz. (Cem TEZER)




