DEGERLENDIREN : CEm TEZER®

A46. p > 3 bir asal say1 ise p® + 2 nin
asal olamayacagim gosteriniz (H. Dermir).
Gozlim : 3 ten bliyik her p asal sayisi, ya
p=3n+1, veyahut da p = 3n +2 geklinde yazil-
abilir. Boylece birinci halde p?+2 = 9n2+6n+3
ikinci halde de p? +2 = 9n% + 61+ 6 olup p? +2
daima 3 iin katidir. (p asal olsun veya olmasin, 3
e bolinmeyen bir say1 oldugu miiddetce p?+2 nin
“daima 3 e bolunebildigine dikkat ediniz. Demek
ki bu pek iyi inga edilmerni§ bir problem...)

Ad7. Zm (1+ (n+3)) In3
oldugunu g('isterlmz
Cozum :
2 (n +1)(n+2)
In(1+ o ray) (n +3)
_ ln(n+2)~—ln(n+3)

oldugu hatirlanarak

N+3
1 =1 —
;_:11"( t ot +3)) n3—In(F7)
buradan da
;ln(u e +3))_1113
bulunur.
A48. n—1 ve n+ 1, 10 dan biyik iki

asal say1 olsun. n% — 4n sayisinin daima 120 ye
boliindigini gosteriniz. (G.E. Andrews)

Coziim : Once 120 = 22.3.5 ve n®—4dn =
n(n — 2)(n + 2) oldugunu hatirlayahm. Ardigik
¢ift sayilar olan n—2, n, n+2 nin her biri 2 ye,
en az bir tanesi de 3 e bolunebilir. Diger taraftan
n—2,n—1,n, n+1, n+2 ardigik sayilarindan
bir tanesi 5 e boliinebilmelidir. n—1, n+1 asal
olduguna ve 5 e egit olmadigina gbére n — 2, n,
n -+ 2 sayilarindan biri 5 e boliinebilmelidir. De-
mek ki n3—4n, 120 ye béliiniir. (Ashnda dikkatli
okuyucunun farketmig olacag: gibi n > 2 olmak
uzere, n — 1 ve n + 1 sayilan 5 e boliinmeyen
sayilar oldugu takdirde, n® — 4n daima 240 m
bir katidir.)

*ODTU Matematik Bsliimii Oretim Uyesi

A49. Bir kenarinin ortanoktasi ve diger
iki kenarmna ait yiiksekliklerin ortanoktalar: ver-
ilen figgeni pergel ve cetvelle ¢iziniz. (H. Demir)

Céziim : Bir ABC iiggeninde [BC]
kenarimin ortanoktasi D, sirasiyla B ve C
kogelerine ait yiiksekliklerin ayaklann £ ve F,
[BE] ve [CF] nin ortanoktalar1 da U ve V ol-
sun. Ortosantri, yani ii¢ yitksekligin kesigtigi nok-
tayl her zamanki gibi H ile gosterelim. D, U,V
verildigi takdirde ABC ii¢geninin nasil gizilecegi
soruluyor. qV DU =4BAC oldugundan D, U,
V noktalari dogrudag olarak verilemez. DV ,
AB ye, DU da AC ye paralel oldugundan H
, sirasiyla DU ya U dan ve DV ye V den
gizilen u ve v dikmelerinin kesigim noktasidir.
W, [EF] nin ortanoktas: ise, UDVW bir par-
alelkenar olur. Bir kogesi H de, H den gegen ke-
narlart u ve v dogrusu uzerinde, merkezi de W
da olan bir paralelkenarin H ye komsgu koseleri
E ve F dir. Demek ki E noktast H nin W
va gore bakigifindan v ye cizilen paralel ile u
nun kesigimi olarak elde edilebilir. Benzer gekilde
F. En pihayet HE ye E den, HF ye de F
den gizilen diklerin kesigim noktasi olarak A elde
edilir. Gerisi kolay.

A50. i:k (:) = n2n-1
k=0
i k2 (:) = n(n + 1)2""?

k=0

polinom ézde‘glié;inin iki tarafimin birer defa tiirevi
alinarak ve z = 1 yazilarak
) k

n n

-1 _ n - n

=3 (1 )e=2 (]
k=1 k=0

elde edilebilir. Gene aym ozdegligin, bu sefer iki

defa tiirevini almak ve z = 1 koymak suretiyle

z":( " )k(k-—l)

k=2

n(n-1)2""?% =



= Y (r)e-2(% )
k=2 k=2
= 2(r)#-2(% )
k=0 k=0
- (3 )e e
k=0
buradan da
i ( 2 ) l:c2 =n(n+1)2""2
k=0 ‘
elde edilir.
Y46. Odaklari F,F’ olan bir elips ve

bu elipsin F den gecen bir AB kirisi verilsin.
A ve B den elipse ¢izilen normaller N nok-
tasinda kesigsin. N den FF’ ne cizilen paralelin
{AB] dogru pargasinin orta noktasindan gectigini
gosteriniz.

Cozim : Ya,ngapl elipsin biyik ¢apina
egit, F merkezli bir ¥ c¢emberi alahm. AB
dogrusu 4 y1 P ve Q noktalarinda kessin. A ve
P nin F nin aym tarafinda kaldigim farzedelim.
A, [PF'] nii ortadikmesi ile PQ nun kesigim
noktasidir. (Neden ?) A daki teget de [PF']
niin ortadikmesidir. (Neden 7) Demek ki A nok-
tasindaki normal PF’ ye A dan gizilen paralel,
B noktasindaki normal de QF’ ye B den cizilen
paralel olmalidir. Bu normaller N de kesigiyor.
Demek ki N den FF' ne yani PQF' iiggeninin
F' den gecen kenarortayina gizilen paralel, ABN
liggeninin N den gegen kenarortay: olmahdir.

Y47. Bir icgende igtefet cemberin
merkezi I, yiiksekliklerin kesigsim noktass H
(“ortosantr”), cevrel ¢ember merkezi de O ol-
sun. Uggenin kenar uzunluklan a,b,c, icteget
cemberin yarigapt da r ise JOH iiggeninin

alaninin
(a—b)(b—c)(c—a)
8r
oldugunu gosteriniz. (W.J. Blundon)

Coziim : Vektor gosterimi kullanacagiz.
Her zamanki gibi @ = {|BC| , b = |CA|, ¢ = |AB]

ve 2s = a+b+c yazahm.Cevrelgember yarigapini

R ile gosterelim. O yu yani cevrel e;ember
merkezini baglangic noktasi aldigimiz, iiggenin
agirhk merkezini de G ile gosterdigimiz takdirde

-

0=90
G=3(A+B+0)
H=A+B+C  (Neden?)

I= -;—(::gA + 8B + () {Neden 7)
§

bulunur. Herhangi bir XY Z iicgeninin (yonlii)
alamm Axyyz ile gosterirsek,
Aron = Aonr

= -;-det[}?,]]
= %det[A +B4+C, ~2—1;(aA +bB 4 cC)]

= :}dec[A +B +C,aA +bB + O]
8

= 41—3{(9 = b)det(B,C) + (¢ ~ C)det(C, A) + (b~ a)det(A, B)}

= E;;[(C —b)Aopc +(a - c)Aoca +{b—a)boag]

2
= %[(c-— b)sin 24 + (a ~ ¢) sin2B + (b -~ a) sin 2C]
s
ve nihayet

|Aro| = [f’;{(c —b)acos A+ (a ~c)bcos B

+(b — a)ccos |

elde edilir. »
Simdi ¢ — b — ¢ — a Seklindeki biitiin
gembersel permiitasyonlar iizerinden toplamay:

*

2

ile gostererek,(mesela

i: a=a+b+te
veya )
2 ab? = ab? + be? + ca®
gibi) diger taraftan da

abe

S T _1, . a. ab
|Aape] = f-é—bCSmAl = 2bc(2R) =R

ve

b2 4 ¢? — 2bceos o = a’

oldugu da hatirlanarak ve |A4 BC! yerine sadece

A yazarak,
ol Dt
= ﬁ:lZa’(b»c}(b2+c2~a2)f
= 5.215;1 i:az(é — ¢)(4s(s= a) - 25c)|
= W;Z 0= s(s —a)l
= 16A|Z (b-—c)(b+c-~a){
= mlz (b~c)|

b —
IAIOH[ + & a

It

|

5]



buradan da A = rs oldugu hatirlanarak ve

S ab—c)=(a+b+c)b—c)c—a)a—b)

ozdegligi gdzdniine alinarak kii¢iik bir hesapla

_ {a—8)(b—c)c—a)
{Aron!|=| e f
elde edilir.
Y48. Ikizkenar bir ABC ii¢geninin (B

ve .C aglan esit!) A tepe noktasindan gegen
degigken bir dogru [AB] kenanim D noktasinda,
cevrel gemberin A kogesi kargisindaki yayinida F
noktasinda kessin. [DE], [DB] dogrupargalarina
ve g¢evrel cembere icerden degen ¢emberin
yarigapt 71, [DE],[DC] dogru parcalarina ve
cevrel ¢embere icerden degen ¢emberin yarigap:
7o olsun. € = [AD] ise £+ /177 nin sabit, yani
degisken AD dogrusunun konumundan bagimsiz
oldugunu gosteriniz, (H. Demir)

Coztim : ABC nin ¢evrel ¢emberine
«, problemde sozkonusu edilen ry, rs yarigaph
cemberlere de 3, P2 diyelim. £y, B2 nin BC ye
degdikleri noktalar Ky, R olsun. A merkezli ve
kuvveti JAB]® = JAC|? olan bir evirtim altinda
B ve C noktalan sabit kahrken, « c¢emberi ve
BC dogrusu yer degigtirirler. Bundan 8y, 8
cemberlerinin kendi kendilerinin evrikleri oldugu
ortaya gikar. Demek ki 4 merkezli ve |AB| =
|AC| yaricaph ¢ember 5; ve (2 ye dik olmal,
yani A dan 3y ve 2 cemberlerine ¢izilen tegetler
esit uzunlukta olmahdir. Buradan 83; ve (2 In
AD dogrusuna aym bir E noktasinda degdikleri
ve |AB| = |AC| = [AE| bulunur.  Kiigiik bir
hesapla

IDE| =

buradan da
{4+ /riTo = |AD|+ |DE] = §4E§~*HB{ = sabit
bulunur. .

Y49. .“Fn,rn+4,r1,r0,r1““,r;1,rn“.
cemberler dizisinde ardigik iki ¢ember birbirlerine
digtan teget ve dizinin bitin ¢emberleri Olgiisii
2 olan bir aginin kenarlarina tegettir. T, in
yargapmna r, ve p, = f: yazarsak pmyn =
Pmpn oldugunu gosteriniz. (H. Demir) -

Coztm : Herhangi bir n.€ Z igin Ty

ve I'y 1 gozonine alalim. Pisagor teoreminden
kolayhkla

(rﬂ«l-l + "n)g - (rn-}-l - rn)? = cos?a
(rn+l + rﬂ)2 -

bulunur. Demek ki £ = ry41/r, oram

!}3[\'1‘ = ;Dﬁ’gi = m

= cos? o

%
(1+¢)?

e ()
k=1

y1 yani

£ +2(

veyahut da

1+4sin’a

EHAT— o K +1=0

denklemini saglamali yani
n41 (1 + sin &)2
6 - - 1 s 2
rn — sin“ o

olmaldir. T, cemberlerinin n € Z ile beraber
biiyiidiiklerini farz ederek + isaretini alabiliriz.
Bu suretle

T4l _ 1+sina
rn l—sina
ve en nihayet
rn 1+sina,,
Pn = — = (“‘—“‘—-—“ )
ro 1-—-sina

buradan da herhangi m,n € Z iin

PmPn = Pmin

Z( 1) ( ):1+_§+§.+...+.§;

Szdegligini xspat edmtz

Céziim : Bu problemi, hem detgxrmzm
kapaginda hem de problem sayfamizda yanhg
olarak yaymladigimz igin okuyucularimizdan
dzir diliyoruz. Ozdesligin okuyuculanimizin tah-
min etmekte gliclik ¢ekmediklerine inandigimiz
dogru seklini ve ispatini sunuyoruz :

elde edxhr

i(ml)"( % ).#“1 = (zn:(—x)k( it ).«:k—x)x"l
k=1 k=0
_ (-o"-1

polinom Szdegliginin iki tarafi z e;gére 0dan1
e kadar integre edilerek
» \1_ [i(-z) -1
_I’C( ".>~=/' 2 Cde
;2;( ) . k / & o . r
ve t = 1 — z ikamesiyle de
1
-

1
—/ (Q+t4+ 2+ 4" Dy
0

1-t
dt
11—t

'-(1+_1.+...+l)
2 n
elde edilir.
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