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Burada teorem ispatlayabilen bilgisayar
programlarinin incelenmesine bir girig yapmak is-
tiyoruz. Bu tip programlara “teorem ispatiayict”
diyoruz.

Yiiksek hizlarda cahgan dijital bilgisa-
yarlann geligmesine kadar ilgi gormeyen otomatik
teorem ispatlama 1930’larin baglarinda Her-
brand’in ¢ahgmalariyla dogmustur. Daha sonraki
caligmalar 1950°lerin sonlarinda Newell, Simon,
Shaw, Gelernter tarafindan kesfe yarayan taktik-
ler (heuristic) lzerine kurulmugtur. 1960’larda
caligmalarin agirligi sozdizim kaidelerine ait farkh
metodlar lizerine kaymis ve ’resolution’ tipi
sistemler lizerinde yogunlagmistir.  1970’lerde
yeniden taktiksel yaklagimlar benimsenmis ve in-
san tarafindan saglanan, konuya bagh bilgilerin
makineye ylklenmesi tizerinde durulmugtur. Bu-
radaki resolution kelimesi konuya bagh ¢ok az
bilgi ve sadece birkag tane sentaks’la (dizin) il-
gili taktik kullanan ¢ok yonli kullanim alanlarina
sahip teorem ispatlayicilan ile eglestirilmistir.

Birgok yoniiyle teorem ispatlama ve prob-
lem ¢6zme birbirlerine benzemektedir. Teorem
ispatlama yapay zeka (YZ) caligmalar icerisinde
de tarihsel bir gegmige sahiptir. YZ alanindaki
ilk caligmalarda teorem ispatlama igin kul-
lanilabilecek taktikler (heuristics) aragtirilmstir.

YZ  aragtirmalarinin @ ilk  kilometre
taglarindan bir tanesi, Newell, Simon, ve Shaw’un
Mantik Teorisi (The Logic Theorist)’dir.

Mantik  Teorisi, RAND Corporation
Johnniac bilgisayarlarinda, Carnegie-Mellon
Universitesinden Newell ve Simon’la bir-
likte caligan programci Cliff Shaw tarafindan
hazirlanmgtir. Ilk liste iglemcilerinden bir tanesi
olan, IPL-I (Information Processing Language
I) programlama dilinde yazilmigti. Problem
konusunu mantik 6nermeleriyle simirlayan Newell
ve Simon ¢ok basit yazilim ve donanim kullanarak
bagarih bir program hazirlamiglardi.  Newell
ve Simon kendilerine, Russel ve Whitehead’in
Principa Mathematica adh kitaplarindaki teo-
rem ve onermelerin ispatlarim hedef almiglard:.

* Kibrnish bir okurumuz.

Asgagidaki 5 aksiyomla

1. (PVP)= P

2. P= (QVP)

3. (PVQ) = (QVP)

4. [PV(QVR)] = [QV(PVR)]

5. (P == Q) = [(RVP) = (RVQ)]
baglayan Mantik Teorisi

FP=~Q) = (~P=Q)
~(PVQ) = ~P
[HV(QVR)] = [(PVQ)VR]
(~e= P) = (P=2Q)]

onermelerini ispatlamay: bagarmgti. Ispatladig
teoremleri aksiyomlanyla birlegtiren Mantik
Teorisi Principia Mathematica’nin 2.
bolimiindeki ilk 52 teoremin 38’ini ispatlaya-
bilmigti. Hatta, Mantik Teorist baz1 teoremleri
ilk ispatlarindan daha zarif gekilde ispatlamsti.

Zamanla, otomatik teorem ispatlayicilar
mantik, diizlem geometrisi, grup teorisi, kiime
teorisi, tiirev, integral, analiz ve topolo-
Jiyle ilgili teoremleri ispatlamiglar ve program
dogrulama, program semtezleme, konugma dil-
lerini anlama, robot planlama ve veri tabani
olugturma ve diizeltme gibi uygulama dallarinda
kullamlmglardir.

Bir diger kilometre tag: ise problem ¢ézme
formatiyla olugturulan ve lise geometrisinde bek-
lenmedik bagarn gosteren Gelertner’in Geometri
Makinasidir. Agagida Gelertner’in makinesinin
ispatlayabilecegi tipik bir geometri teoreminin is-
patini bulacaksiniz. Sunulugunu basitlegtirmek
amactyla makinenin ispatindaki bazi adimlan
vermiyoruz.

TEOREM: Bir ii¢genin iki kogesi, bu
kogeleri birlegtiren kenarin kenar ortayina esit
uzakhktadirlar. (Sekil 1)
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Sekil 1.

____VERILER: BM = MC,
BD,AM LCE L ME.
HEDEF: BD = EC.

cOzZiM SEBEP

IDMB =4EMC Ig ters agilar

IBDM =4CEM dik agilar

BM = MC veri

CEM bir viggendir diagram lzerine
yapilmg kabul

ACEM = ABDM kenar-agi-agt

BD =EC eg licgenlerin

benzegen kenariar

Makine geriye dogru uslamlamayla soyle il-
erler. Hedefi:

Gl BD=EC  olarak belirler.

Dolayisiyla bu ¢esit bir hedefin yakala-
nabilmesi icin olugturulmug listesine bakar ve
digerlerinin arasindan, iki dogru parcasmin esit
oldugunu gostermek i¢in bunlarin eg li¢genlerin
miitabik kenarlan oldugunu gostermesinin yeterli
oldugunu gorir. BD,ABDM’nin EC de
ACE M ’nin igersinde oldugu i¢in yardimeai hedefi,

G2 ACEM = ABDM
seger ve iki lggenin eg oldugunu gdstermesi igin
gerekenlerin siralandiga listeye bagvurdugunda;

a) Kenar-kenar-kenar, b) Kenar-agi-kenar,
¢) Kenar-agi-agi, yarduna hedéfini ‘ .

G3 CEM ve BCM iicgenleri igin “kenar-
kenar-kenar” olarak tammlar. Epey uzun bir
¢abadan sonra bagaramaymca hedef olarak

G4 Kenar-agi-agt secer. Bunu
kamtlayabilmenin pek ¢ok yolu vardir. Bunlar-
dan bir tanesi ii¢ yardimc: hedef iceren:

G6 BM = MC
G8 IBDM =JCEM *dir.

Makine G 6’y1 verilerin icerisinde bulur.
G7 ve G8't ¢Ozmek icin, iki acimin esit olma
durumlarini igeren listesine bagvurur ve orada,
digerlerinin arasmda. "I ters agilar esittir” ve
“tiim dik acilar egittir” ilkelerini bulur. DM B
ve JEMC nin i¢ ters agilar ve IBDM ve ‘
JCEM ’'nin dik aglar oldugunu tespit ettifi icin

yardimci hedefleri G6-G8'i elde etmis oluyor ve
dolayisiyla G5, G2 ve G1. Ispatin ikinci adiminda
makine agagidaki yardimer hedeflerden herhangi
birini secebilirdi:

G2.1 ACEA= ABDA
G2.2 ACEA= ABDA
G2.3 ACEM = ABDA
G2 ACEM = ABDM

Fakat, hafizasinda durumun “genel” bir
geklini olugturdugu igin (Sekil I'in temsili bir
gosterimi) makine, “dlglimlerle”, yardimer hede-
fler  G2.1-G2.3 dogru olmadifi tespit ediyor
ve boylece caligma zamam da azimsanmayacak
Slgiide azalmaktadir.

Yukanidaki, yanhsg yardimei hedeflerin fil-
trelenmesi genellegtirilerek, otomatik teorem is-
patlama bir¢ok alanlarinda kullamilmaktadir.
Ornek olarak, Grup Teorisinde yanhs bir yardimeci
hedef, bilinen gruplar iizerinde (Ornegin Klein 4
grup) yapilan testler sonucunda elenebilmektedir.

Bilgisayar matematiginde bir diger ilgi
cekici gelisme ise Lenatln son zamanlarda
matematiksel kegif konusundaki c¢aligmalaridir.
Lenat elementer kimeler iizerine bir kisim
gerceklikler ve baz elementer kegfe yarayan tak-
tikler kullanarak Sayilar Tcorisinde kavramlar
yakalamaya ¢aligan bir program hazirlamaktadir.
Belli sonucglar almigtir bile: Program, sayi
kavrami, ¢arpma, bdlme ve asal say1 gibi kavram-
lart kegfetmig ve herhangi bir saymin asal
carpanlara ayriliginin tekligini farketmigtir.

Yukardaki girigimi, otomatik teorem is-
patlama teknigi ile birlegtirmek ig¢in planlar
yapilmaktadir. - Bu gekilde ispatlayici, kegfedici
sistemnin tahminlerini ayiracak ve kendisi icin ele
alabilecegi onermeler olugturacaktir. '

Bilgisayar tarafindan ¢Szlilmiig, uzun za-
mandir ¢éziilemeyen bir problem “10. dereteden
bir projektif diizlem var mi?” sorusudur.

Bir projektif diizlem ’nokta’lardan olugur.
Bu noktalarmn belli baz kimeleri ’dogru’lan
olugturur. N., dereceden bir projektif diizleminin
tam olark' N2 4+ N 4 1 nokta ve bir o kadar da
dogrusu vardir. Bu nokta ve dogrularin agagidaki
aksiyomlar: saglamasi gerekmeéktedir:

1- Her dogruda N+1 nokta vardir.

9- Her nokta N+1 dogru tizerinde bulunur.

- 3- Herhangi iki dogru sadece bir noktada
cakisabilir. i ;

4- Herhangi iki noktadan tek bir dogru
geger. o
Sekil 2 ikinci dereceden bir projektif



duzlemi gostermektedir.

Sekil 2

Sekilde 6 7 noktalarindan gegen ’dogru’ bir
cemberle gosterilmigtir. Bu diizlem sekil 3 teki,
bilgisayarlarin da kullanabilecegi bir matrisle
ifade edilebilir. Bu matrisin anlamm soyle: ma-
trisini sttunlarn projektif diizlemin noktalarini,
satirlari ise dogrularini gdsteriyor. Matrisin j inci
elemanmin 1 olmasi ise i inci dogrunun ij inci nok-
tadan gectigini belirtiyor. Ornegin sekil 3 teki ilk
satir 1, 2, 4 noktalarindan gegen dogruyu veriyor.

10 . dereceden bir pojektif diizlem varsa
bunun bir matris gosterimi olacaktir. Bir siiper
bilgisayar boyle bir 6zel matris aragtirmasi yapti.
Tum durumlan tek tek inceledi ve boyle bir mat-
ris bulamadi. Boylece 10. dereceden bir pojektif
dizlem olamayacagini ispatlamig oldu.

i1 1 0 1 0 0 O
0 1 1 0 1 o0 ©
0 0 1 1 0 1 O
6 0 0 1t 1 0 1
10 0 0 1 1 O
-0 1 0 0 0 1 1°
1 0 1 0 0 0 1
Sekil 3

- Dort-renk probleminin ¢6ztimlerine ve 10.
dereceden - projektif dizlemlerin olamayacagina
inandiimizda [1]’deki cevirimizde tammladigimz
anlamda bilgisayar destekli ispatlara inamiyoruz
demektir. Matematikgilerin yillar yih her iki
probleme de yaptiklar ¢aligmalardan bir sonug
alamamalari, geleneksel metodlarin bir ispat i¢in
yetersiz oldugunu sergilemigtir. Ugrasildikga, bir
ispat elde edebilmek i¢in bakilmas: gereken du-
rumlar sayisinin kagit lizerinde gosterilebilecek
olanlardan ¢ok daha yiiksek oldugu ortaya gkt

Gelin bilgisayarin projektif dizlem prob-
leminin ¢o6ziimindeki roliint inceleyelim. Pro-
jektif diizlem sabit sayida nokta ve dogrulardan
olugan soyut bir geometrik nesnedir. (yukanya
bakiniz!) En basit gekliyle, herhangi bir
i¢gende 3 nokta, 3 dogruyla birlegtirilmigtir.
Bu ‘dizlemin derecesi 1’dir. Her projektif
diizlemin kendi geometrisi vardir. Ornek olarak,
ikinci basit dizlem (derecesi 2), 7 noktammn
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7 dogru ile birlegtirilmesinden olugur. Fakat
bu diizlem bile acaiptir. Dizlemi geleneksel
Euclid geometrisinde bir parca kafit lzerine
¢izmeye cahgirsamz goreceksiniz ki dogrulardan
biri gember olmugtur. (Sekil 2). Her projektif
diizlem, 0 ve 1 rakamlarindan olusan 6zel bir mat-
ris (incidence matrix) ile tanimlanabilir. Bu mat-
ris bazi kolay kontrol edilebilen gartlar saglar.
Ornek olarak, 10. dereceden projektif diizlem
icin, matrisin 111 siitun ve 111 satidan olugmas:
ve her satirda ve her siitunda 11 bir ve 100 sifir ol-
masi gerekir. Ve-burasi onemli nckta-eger yukar-
daki tiim gartlar: saglayan bdyle bir matris yoksa,
10. dereceden bir pojektif diizlem de yoktur.

Boylece, projektif dizlem icin olan
aragtirmamiz onun matrisinin aragtirmasina in-
dirgenmigtir. Fakat, bir sliperbilgisayar igin bile
0 ve 1 rakamlarindan olusan tim 111 x 111 ma-
trislerinin taranmasi imkansiz bir igtir.

Montreal’daki Concordia Universitesi’nden.
Lam, Thiel ve Swiercz, teorik argiimanlarla
farkli durumlarin sayisini bilgisayarin inceleye-
bilecegi bir sayiya diigiirdiiler ve son aragtirma
igin gereken programi yazdilar. Bilgisayar
"Backtrack search’ diye isimlendirilen bir algo-
rittnayla bazi kisimlari bos olan bir matrisi,
bizim matrisimizin gartlarini saglayacak gekilde
doldurmaya cahigti. Eger program bir tek du-
rumda bile basarsaydi, 10. dereceden bir pro-
jektif dizlem bulmus olacakti. Fakat, Cray-
1A siiperbilgisayarlan aragtirmasimi higbir ’inci-
dence” matris bulamadan tamamladi. Ondan
sonra ¢ aragtirmaci 10. dereceden bir projektif
diizlemin olmadig kanisina vardilar.

Boyle bir ispatla karsilagtigimizda ilk akla
gelen soru saniyoruz su olacaktir: Herhangi bir
donamim veya yazihm hatasi olmadigim nereden
anlayabiliriz?

Olasi hatalarin pek c¢ok kaynag vardir:
Yanhg girdiler, yazilim hatalar, derleyicideki
hatalar ve donamim hatalar1 (Srnegin bilgisa-
yarin hafizasindaki bitlerin rastgele degigmesi).
Eger olabilirse, bazi hatalarin oldugunu kabul et-
meliyiz, Lam burada: ‘Bu bir deneysel sonugtur,’
yazmyor, her zaman hata olasih vardir’ Fakat
inandirici edici bir bigimde devam ediyor ve ek-
liyor ‘10. dereceden bir pojektif diizlemin varhk
olasiligh ¢ok kiigiiktiir.” )

Bu ispatin dogrulugunun gosterilmesinin.
sebepleri agik olmahdir.  Belki tim bilgisa-
yar yazilimlarini kontrol edebiliriz (derleyiciler
ve igletim sistemleri de dahil) Fakat program
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¢ahigirken rastgele hatalarin ve donamm hata-
larinin yoklugunu nasil garanti edebiliriz?

Hatalarin  yoklugunu ispatlayamasak
bile, sonucun dogrulugunu dolayh yoldan
saglayabiliriz. Ornek olarak, bagimsiz bir gekilde,
farkll yaziim ve donamimlar kullanarak (ki bu
gercekte dort-renk problemi icin Kanada’daki
Manitoba Universitesinden Allaire tarafindan
yapilmigtir). Bagka bir test ise sudur. Basit
ama mantigin temel prensiplerinden birisi der
ki: . yanhg bir Onermeden yola qikip her seyin
ispatlanmasi olasidir. Eger dort-renk teoremi
yanhigsa, iki dogru olduguna inamyoruz, biz onu
kullanarak diger teoremleri ispatlayabiliriz. Ve
bunlardan bir tanesi matematiksel olarak ispat-
lanmug bir dogrulukla celigkiye dugebnhr Simdiye
kadar boyle bir ¢eligkinin yakalananmamasi, bil-
gisayarin sonucuna denk diigmektedir.

Tabi ki, bilgisayarlann kuilépxlmas;
belli bir belirsizligi getirmektedir. Lam’in
dedigi gibi:  ‘Fizikgiler bazi belirsizliklerle

yagamayl Ogrendiler, biz matematikgilerin de
kesin .dogrulanamayan bazi 1spatlarla yasamayx
ogrenmerniz gerekiyor’,

- Burada en genel soru, ispatin uzunlugudur.
Bazi matcmatiksel Suermelerin en -kisa ispatlan
bile bir insanin kontrol etmesi icin ¢ok uzun ola-
bilir. Gergekten bu kategoriye girebilecek il-
ging veya Onemli bir teorem var mu bilmiyoruz.
Dort-renk teoreminde oldugu gibi bazi teorem-
lerin kagit lizerinde ispati olmayabilir. Appel ve
Haken bu goriigii paylagmaktalar: ‘Dért-renk teo-
remi igin yaptigimiz ispat, sadece teorik method-
larla teorik matematikte yapilabileceklerin sinirh
oldugunu gostermektedir’.

“[1]'deki Hardy’nin benzetmesini biraz il-
erletecek olursak, bilgisayar destekli bir ispat,
uzak bir gezegendeki bir zirvenin. fotografimn
bir uzay araciyla diinyaya gegilmesi olabilir.
Bizim gozlemcimiz bunu gavenilmez bir elek-
tronik goriintii, ikinci el bir kanit olarak reddede-
bilir. Fakat farketmelidir ki zirve qplak gozle
gortinmedigi halde gergekte varolabilir.

Matematikgiler bir bilgisayar
ispatla, kar§11a§t11\larmda ayni

destekli
duruma

diigmektedirler. ispatm kabulini, bir diger
matematik¢i kendilerinin de kontrol edebildigi
daha kisa bir ispatla gelene kadar erteleyebilirler.
Fakat boyle bir ispat imkansiz olabilir. Bdylece,
eger ‘dolayly’ bir kamt1 tammazlarsa, sadece
geleneksel olmayan yontemlerle erigilebilecek
matematiksel dogruluklara set ¢ekme riskini géze
alirlar.

Manin’e gore, ispat kavrami igersinde gizli
bir zaman kavrami tagimaktadir. Diyorki: ‘Bir
“ispat” gliniimiiziin matematiksel dogrularn igin
bir ispattir. Eger ornek olarak kilme teorisine
yeni bir aksiyom ekleyecek olursak ve bu kabul
goriirse o zaman bizim ispat anlayisimiz daha da
geligecektir.’

Bilgisayarlarin  kullamilmasi da, = za-
man igersinde, kabul goren bu matematiksel
degerlerden birisi olabilir.  Hatta Amerikah
matematik¢i John Miller’in yari saka kehanet
ettigi gibi; iki nesil sonra herhangi bir sey

bilgisayarla kontrol edilmedikge, ispatlanmmsg
sayilmayacatir.
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