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herhalde

Teoremi’ni
duymugsunuzdur.  Bu teoreme goére n > 3 igin
" 4y = 2" egitligini saglayan @, y,z,n dogal

‘Meghur ~ Fermat

sayilant (yani pozitif- tamsayilar) yoktur. Her
ne kadar teorem diye adlandirilsa da, bir¢ok
matematik¢inin ugraglarina ragmen bu Onerme
gimdiye kadar kamitlanmg degildir.

n = 2 halinin ¢ozlimii bilinmektedir;
22 4+ y? = 2? denkleminin dofal sayilar
kiimesinde sonsuz sayida farkli ¢oziimii vardir.
Ornegin; z(ui,us) = u — u3, ylw,uz) =
Quiug, z(u,uz) = ul+uf iki degigkenli polinom-
lant 2%+ ¢? = 2% Ozdesligini saglarlar; buna gore
de uy,uy yerine keyfi uy > us dogal sayilarm
koyarsak, bu denklemin dogal sayilardan olugan
¢ozlimlerini elde ederiz,
Problem 1. Yukandaki onermeyi kamtlamaya

caliginiz.

n > 3 oldugunda z® + y* =
% bzdeslifini saglayan, tam  katsayih
z{uy us, .. k), ylus, us, .., ),
z(uy, ug, ..., ug) polinomlari olsayds, uy, ua, ..., ug

degiskenleri yerine belitli dogal sayilarn yazarak,
denklemin dogal say1 ¢dziimlerini elde ederdik
ki, bu da Fermat Teoremi’nin yanhs oldugunu
gosterirdi.  Ancak bu mimkin degil. Bu
yazimizda biz, n > 3 icin, derecelerinden biri
en az bir olan (yani sabit olmayan), ikiger ikiser
aralarinda asal, tam katsayih ve 2" + y* = 2"
ozdesligini saflayan z,y, z polinomlart buluna-
mayacagmi gosterecegiz. -Okuyucunun karmagik
sayilarla-tamgik ‘oldugunu ve polinomlarin asal
carpanlara, karmagik saylarla® carpim diginda,
yalniz bir gekilde ayrildigimi bildigini kabul edi-
yoruz. ‘ :

Teorem. n > 3 igin, 2™ 4+ y* = 2" szdegligini
saglayan, ¢ok defiskenli; ikiger tkiser aralarinda
asal, derecelerinden biri en az bir olan, karmagik
kaisayls g polinom yokiur.

Teoremin kanitina ge¢mieden bazi noktalar:
agklayalim. z(up,us;: . ur), ylui;vs, oo up),
z{u1, ue,. ., up) polinomlary ikiger ikiger arala-
rmda asal ‘demekle, bunlardan herhangi ikisinin
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derecesi en az bir olan r(u1,us,...,ux) gibi bir
ortak carpam olmadifim sdyliiyoruz. Yukarida
tam katsayili polinomlardan sdz etmigtik. Hal-
buki teorem karmagik katsayilr polinomlar icin
gegerli; yani istedifimizden de genel. Kamitta da
gorecegimiz gibi matematikte cogu kez daha genel
bir dnermeyi gostermek daha kolaydir.
Olmayana ergi yontemini kullanacagz.
n > 3 halinde asafidaki kogullant saglayan
m(ulsuZw"vuk)) y(UI;UZ,-o-,uk); . ‘
2(ui, uz,...;u;) polinomlarinm var oldugunu
varsayalim. Yani: ‘

1) 2(ur,uzy o, ur), ylun, vz, ur),
z(ui, ugy . i, ug) polinomlan ikiger ikiger
aralarinda asaldir.

i) [2(uy, g, ... w)]® + [Y(ur, vay .o up)® =
[z(u1, ug, ..., ur)]" Ozdesligi saglamr.

iil) @(uy,ugy ..., ur), ylus, ua,. .., ug),
z(uy,ug, ..., ug) polinomlarmdan en az biri
sabit degildir. ‘

Agagida gecen tiim polinomlarda artik
Uy, Us, . . ., Ug harflerini yazmayacagiz.

Kamt yolumuz goyle olacaktir: Ik olarak
z,y, 2 polinomlarmdan i)-iii) kogullarini gergek-
leyen yeni g, ¥, 2o polinomlar tiretecegiz. Bu
%9, Yo, 2o polinomlarinin dereceleri, "z, ¥y, 2 poli-
nomlarmm derecelerinin en bilyiigiinden daha
kiiciik olacak. Sonra bu iglemleri z,y,z yerine
Zo, Yo, 2o polinomlarma uygulayarak dereceleri
tekrar kiigiiltecegiz ve bu iglemi tekrar tekrar
siirdiirecegiz. Ote yandan polinomun derecesi bir
dogal sayr oldugundan dereceleri kii¢iiltme iglemi
sonsuz kere yapilamaz. Bu ¢eligki isé teoremin
dogru oldugunu gosterir. o

Kamt1 birkag adima ayiralim:

1. 2™ +y" ifadesini ¢arpanlara ayiracagiz.
Karmagik sayilari kullanarak w” + 1 = 0 denkle-
minin kokleri

T .., T
€1 =¢os —+128In —, -
n n



: 3w . 3
€ = . cos— +igin—,...,
: n n .
€y = cOS (2n = l)ﬂ + 2sin (Gn—Dr
n k3

olarak bulunur. Bundan w” + 1 = (w — e1)(w —
€9) - (w —€n) bagmtlsml elde ederiz. O halde:

4y =[P+ =0 (;;el)

(e
= (z—ay)(z—ey)- - (&~ €ay)

cikar. : o
2. Karmagik sayilan kullanarak, (e;)" =
—1 oldugundan, z" +y" = 2" esitligi 2" +y" +
(e12)" = 0 geklinde yamlabilir. Ifade z,y ve €12
terimlerine gore simetriktir; bagka bir deyisle Teo-
remin ifadesinde 2" 43" + 2" = 0 bagintisim da
kullanabilirdik. ’

i)-iii) kogullarmi gergekleyen. z,y,z poli-
nomlarimn derecelerinin en biiyigi m olsun. iii)
koguluna-gore. m.> 0 dir. "Az dnce sdyledigimiz
nedenden - m sayisinin z° polinomunun derecesi
oldugunu kabul edebiliriz.

3.z = epy polinomlar ikiger ikiger -ar-

alarmda asaldir.” Efer sabitten farkli bir d poli-
nomu k # m icin & — ey ve ¥ — €,y polinom-
larinin ortak boleni olsayds, d iki polinomun fark:
(em—ex )y yive dolayisiyla (€ —ex) sifirdan farkls
bir sabit oldugundan) y polinomunu da bdlerdi.
Buradan 2z = (& ~ ¢;y) + ezy polinomunun da d
ile bolindugi gkard: ki bu ise ¢ ve y aralarinda
asal oldugundan mimkin degildir.
4. Problem 2. Ikiger ikiser aralarinda asal poli-
nomlarin ¢arpimi bir polinomun . n-inci kuvve-
tine egitse, her bir ¢arpanin da bir n-inci kuvvet
oldugunu kanitlaymiz. Kanitta asal carpanlara
tek olarak ayrilma teoreminden yararlaniniz.

5. 2® 4yt = (xwelJ)(a, — €gy) - (2 —
sny) = 27 ve r — €y carpanlan ikiger ikiger ara-
larnda asal oldugundan, her bir = ~ ¢,y carpant
da bir n-inci kuvvettir, yani ¢ — ey = w}
seklindedir; buradaki. wg bir polinomdur.  wy
polinomunun derecesini my ile gdsterelim.

wy polinomlarmin arasindan derecesi en
buyiik . olani se¢elim;  bunun. w;  polinomu
oldugunu kabul edebiliriz.

6. my < m. )

z polinomunun derecesi m oldugundan
my < m oldugu aqiktir.. Eger my = m olsayds
k> 1 i¢in tim 2 — €py carpanlar sabit olurdu.
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T — €y ve & —ezy carpanlarini ele alalim. (n >3
oldugundan bu mimkiindiir.) = — eay = A ve
z — €3y = B dersek;

(B—A)e — (Bey —Aes)y=0

yani & = E—fg—:fﬂy olur. (4 # B dir.) Buise z
ve y nin aralarinda asal olmasiyla celigir.

7. #,y,z polinomlarindan, ortak c¢ar-
panlari olmayan, Fermat denklemini saglayan
ve dereceleri- m den kii¢lik olan yeni {i¢ poli-
nom - olugturmak istiyorduk.  Belli sabitlerle
carpilmig wi, we, w3 polinomlarinin bu kogullan
saglayacagini gosterecegiz.

r—ey = wy
z—€y = wy
T -y = wy

sistemni vardir. Hepsi birden sifir olmayan
oyle ¢y, ea, ¢35 sayilart segelim ki bu sistemdeki
egitlikleri bu sayilarla carpip topladigimizda sol
taraf sifir olsun. Bunun igin

er+eatez =0
Ci€1+ ca€g +C3€3 =

sisteminin saglanmasmin yeterli olacagi aciktir.
Sifirdan farkli bir ¢ozlim bulmak kolaydir. ¢g =1
kabul edip, ¢ikan iki bilinmeyenli iki denklemi
¢Ozmek yeter.
Problem 3. Bu hesaplamay1 yapiiz.

¢1, ¢9; ¢z sayilarint bulduktan sonra gunu
elde ederiz:

cwl + cqwl +cswi = 0
0

(o) + (ezws)” + (egwa)" =

Bu, yeni ii¢ /crwi, {/caws, {/csws poli-
nomun. da, ,y,z  polinomlarmin sagladig i)-
iit)  kogullarini gergekledigi kolayea gosterilir.
Bununla beraber yeni pohnomlaim dereceleri
kii¢lilmiigtiir.

Kullandigimuz ~ kamit
tarafindan bulunmusg olup,.
yontemi olarak adlandinilir. .~ Bu ydéntem Fer-
mat - denkleminin dogal  sayilar . kiimesinde
¢oztilemeyecegini kanitlamak i¢in kullanitlamiyor,
zira &,y tamsayilar olmak {izere z — ¢y
geklindeki sayilar i¢in asal ¢arpanlara tek olarak
aynlma teoremi dogru degildir. Bu sorunun. in-
celenmesi ile matematikte simdi-geligmekte olan
cebirsel sayilar teorisi ilgilenir.

yontemi  Fermat
“sonsuz indirgeme”



