EMRE ALKAN*

Matematikte

Sayilar Teorisine heniiz
fethedilememis bir kale goziiyle bakilabilir. Bu
yazida matematikcileri halen ugragtirmakta olan
baz1 problemleri tanitip bunlara gére kolay olan
ornekler yapacagiz.

n > 10 olmak tzere n! = al!b!" olacak
sekilde birden biiytik a,b tamsayilar varsa a =
(n— 1)! ve bl = n olmalidir. n > 10 olmasmin
nedeni ise n. < 10 iken 10! = 6! 7! egitliginin
dogru olmasidir. Bu heniiz sonu¢landirilamamisg
onermelerden biridir. Bu 6nermeyle ilgili olarak
P. Erd6s’in ulagtig1 bir sonug ise gudur:

1 < a < b < n olmak tzere ejer n! = a! - bl
ise oyle bir ¢ sabiti vardir ki n — b < ¢ loglogn
esitsizligi saglanwr [1].

n" bir dogal say: olmak - fizere 2™ — 1
seklinde yazilabilen asal sayilar sonsuz sayida
midir?  Veya hangi n ler igin 2" — 1 asaldir?
Bu tip asal sayilara Mersenne sayilari denilmek-
tedir. M, = 2P — 1 bir Mersenne sayist ol-
sun. - 1876’da Lucas M, nin asal olup ol-
madigma karar veren bir yontem buldu ve bu
sayede. Mysy = 2127 — 1 sayisinin asal oldugunu
gosterdi. Pervusin ve Seelhoff 1886’da Mg 'in
asal oldugunu gosterdiler. Bu say: 1951’e kadar
bilinen en biiylik asal say1 olma ozelligini ko-
rudu. -Aym yi Ferrier bilgisayar kullanmaksizin
(2148 + 1)/17 sayisinin asal oldugunu gosterdi.
Sonralart Midler ve Wheeler 180 - MZ,, + 1
sayisinin. asal oldugunu bilgisayar ~yardimiyla
gosterdiler. . ;
p=2,3,5,7,13,17,19, 31, 61,89, 107,127,521, 607,
1279, 2203, 2281, 3217,4253, 9689, 9941, 11213,
19937,21701 degerleri igin' M, asal, p < 21700
olacak gekilde diger p deferleri icin ise asal
degildir. - Ma1701, 6533 basamaklh bir asal sayidir
2]

Sayilar Teorisinde asal sayilarla ilgili olan
problemler belki de en ilgingleridir. Problem-
lere gegmeden Once agsagidaki tabloyu inceleyelim.
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w(x), z ten kiigiik asal sayilarm saysidir.

z || 10® | 10* | 5.10* |

| m(z) || 168 || 1229 || 5133 |
z || 10° || 5.10° || 10° |
| w(x) || 9592 || 41538 || 78498 |

Iz || 210% | 5.10° 107 2.107 |
| m(z) || 148933 || 348513 || 664579 || 1270607 |

z || 9.107 108 || 10°
| n(z) || 5216954 | 5761455 || 50847534 |

Bu tablodan sunlar gézlenebilir:

i) z — o0, iken w(z) — oo

ii) Hemen hemen tim sayilar asal degildir,

yanix—»oo,%x—)%o.

Bu iki 6nermenin sade ispatlarini verecegiz.

Tanim: (Asal polinom) P(n) tamsayi kat-
sayill bir polinom olsun. Eger P(n), bir ve ken-
disinden farkl: tamsay: katsayili iki polinomun
carpmu olarak yazilamiyorsa P(n) ’e bir asal
polinom diyecegiz.

Buradaki soru sudur: P(n) bir asal poli-
nomsa n tamsayilari tararken P(n). sonsuz
sayida asal degere sahip olur mu? Veya, 6yle bir
P(n) asal polinomu bulunuz ki n ’in yeterince
biiyiik degerlerinden sonra P(n) hig bir zaman
asal olmasimn. Bununla ilgili su teoremi verelim.

Teorem. Tamsay: katsayili, sabit olmayan
bir P(n) polinomu her n tamsayws1 icin veya
belli bir sinirdan sonraki her n tamsayisi icin asal
degerler alamaz.

Kanit. P; ler asal olmak {izere belli bir

n -degerinden sonra P(n) in hep asal olduginu
kabul edelim.

P(n) = an®+apn Tt ram+
; ao =P :
P(n+ 1)7 = ap(n+1)F +ap_1(n+1)F1

+ v tai(n+ 1)+ ag = ps

a7



ar(n+2)* +ap_1(n+2)F?
oot ay(n+2) + a0 = ps

Pn+2) =

Kolayca 2|(ps — p1), 3|(pa = p1), 4l(ps — p1),---
oldugu gozlenebilir fakat er veya ge¢ p1|(pp,+1 —
p1) elde edilir ki py, 41 asal oldugundan bu bir
celigkidir.

Buna  kargihk sonlu : sayida ardigtk  n
degerleri igin hep asal olan P(n) polinomlarina
rastlanmigtir. Mesela n?—n+41, 0<n <41
icin hep asaldir. n? = 79n + 1601 = (n — 40)% +
(n —40) +41, 0<n <79 i¢in hep asaldir [2].

Teorem. © — 00, 7(z) — 00.

Kanit. n inci asal say1 p, olsun. Su halde
(2.3.5... pn)+ 1 sayim1 ya asaldir ya da p, den
biiyiik bir asal ¢arpani vardir. Bu fikir sayesinde
Pny1 < ppr + 1 oldugu gozlenebilir. Ote yandan
tiimevarnimla p, < 22" oldugunu géstermek ko-
laydir. Simdi bir « gercel sayisi alalim. " <
z < e’ ven>4olsun. n >4 iken e > 97"
oldugundan 7(z) > m(e¢” ) > 7w(22") > n
(pn < 22" olduBu icin) elde edilir. z < e
oldugurgldan n > loglogz elde edilir, §u halde
x > e® icin w(z) > loglogz. x < € icin de
m(z) > log log = oldugu kolayca gozlenebilir.

Teorem. x > 2 igin m(z) > loglogx.

Asal sayilarin sonsuz ¢oklukta olduguna
dair ikinci kamit Fermat sayilarin: ele almaktadur.
Her n > 1 dogal sayis1 igin F, = 22" + 1
seklindeki sayilara Fermat sayilar: denmektedir.

Onénerme.
aralarinda asaldir. ‘

Kanit. ¢[22" + 1 ve q|22n+k +1,k>1
olsun. q|22n+k — 1 oldugunu gosterelim. 22" =z
alirsak

Herhangi iki Fermat. sayis

k
z? =1

z+1

R B
R R

oldugundan gézlemimiz dogrudur. Boylece g|2
fakat ¢ tek olacagindan g =1 elde edilir.

Boylece asal sayillann sonsuz c¢oklukta
oldugunu bir defa daha gdzlemis oluyoruz. Her
Fermat sayis1 ya asal olacak veya yeni bir asal
sayimmin- varhgima neden olacaktir. 2’nin asal
oldugu gozoniine almarak pp,i; < 227 + 1
egitsizligi gozlenebilir. .

Fermat, 22" + 1 geklindeki sayilarm asal
oldugunu diiginmistii. Bunu destekleyen, 22" 4
1 =5 22 11=17 22 +1 = 257, 22" +
1" = 65537 sayilartmn asal oldugunu gozlemis
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olmasiydi. = Fakat 1732’de Euler, Fy = 22" 4
1 = (641)(6700417) oldugunu gdstererek Fer-
mat’n hayalini sona erdirdi. 641|Fs oldugu sdyle
gosterilebilir. 641 = 5% 4+ 2% = 527 4+ 1 dir.
5% 4 2454 . 228 4232 ve 5. 27 + 1|54 - 228 — 1
oldugundan 641 bu iki saymm farkinr yani- Fy i
bélecektir [3].

1880’de Landry Fs = 22°
(274177)(67280421310721)
7<n<16 ve

+1 =
oldugunu gosterdi.

n = 18,19, 23, 36, 38, 39, 55,63, 73

degerleri i¢in F,, in asal olmadig1 gosterilmigtir.
Fy4 ’fin carpanlan elde edilememistir [2].

Asal sayllarin sonsuz sayida oldugunu
diger bir yolla kamtlayalm: 2,3,5,7,...,p;
asal sayilarmm ele alalim. N(z), bir = gergel
sayisindan kiigitk ve asal carpanlara ayrihiginda
sadece 2,3,5,7,...,p; asal sayilarimin goriindigi
sayilarin sayisint gostersin. « bu kosullar:
saglayan bir say1 ise a = 241 - 392 ---p?j olarak
yazilabilmelidir. « y1 su sekilde yazalim. o =
n? .20 .30 .. ~p?j burada B1,B2,...,3; €{0,1}
olsun. n < \/z oldugu agiktir. Su halde N(x) <
27,/z yazlabilir. $imdi p; den biiyik higbir
asal say1 olmadigimi kabul edelim. Bu durumda
N(z) = [z] olacag agiktir. Kolayca z < 274/z
elde edilir ki bu esitsizlik z ’in yeterince biiyiik
degerlerinden sonra saglanmaz. Dolayisiyla asal
sayilar sonsuz ¢oklukta olmalidir.

Bu giizel ve sade fikir yardimiyla iki énemli
sonucu daha gosterecegiz.

Teorem. (Euler) E% toplamu raksaktir.
Burada toplam tiim asal sayilar tizerindendir.

Kamit: Toplamm yakinsak oldugunu
kabul edelim. Bu durumda
1 1
+ e & —
Pi+1  Pj+2 2

olacak sekilde bir j indisi bulabiliriz. $imdi bir
x gercel sayisindan kiiciik ve asal carpanlara
ayrihginda 2,3,5,...,p; asal - sayilarinin
hi¢birinin bulunmadig: sayilarin sayisina bakalim.
Bir- onceki kamttaki fikir kullanilirsa: bu: tir
sayllarm sayismin en az z — 2/4/z oldugu
goriilebilir. Bagtaki esitsizlikten kolayca,

x z

Pj+1

1
+oe<
Djt2 2
elde edilir. - Sol taraf acikca 2,3,5,...p; asal
sayilarimin - higbiri ile bdliinemeyen sayiarin
sayisini . fazladan =~ sayar - (2,3,5,...p; - ile

18]
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boliinemeyen sayilar pjy1;pj+2, .. ile bolinmek
zorundadir:)  Kolayca z — 2/y/z < Lz ve
z < 29771/z clde edilir fakat bu esitsizlik
in yeterince biiyiik degerleri igin saglanmaz.
Oyleyse toplam aksaktir.

Teorem. =w(x) > (logz)/2log?2 ve p, <
2°" "dir. (log,e tabanma gére alinmaktadir).

Kanit. p;,z ten kiigik olan en biiyiik
asal say1 olsun. Aym fikir kullamlarak kolayca
N(z) = [z] ve z < 27®) [z, 2 < 227(2) [ogz <
m(z)21log2 ve 7w(x) > (logz)/2log2 elde edilir.
T = py olsun. w(z) = n olacagmdan p, < 22"
elde edilir.

P(n) = n asal polinomunun 7 dogal
sayilarl tararken sonsuz sayida asal deger aldigim
gordiik. Daha genel bir teorem ise goyle:

Teorem: (Dirichlet) a pozitif bir tam-
sayl ve a,b aralarinda asal olmak iizere an + b
bi¢iminde sonsuz tane asal say1 vardir [2].

~3imdi énemli bir sonucun kanitini verelim.

Teorem. lim ~—) =0.
T— 00 €T

Kamt. z sayisiu gegmeyen ve bir a po-
zitif tamsayisiyla bolunebilen sayilarin sayisi ko-
layca [2] olacaktir. wW(z,r) ile = 'i gegmeyen ve
2,3,5,...,p, gibi ilk r asal sayiyla bélenemeyen
saylarin sayisini gosterelim.  Igerme-Digarma

ilkesi yardimiyla

Ter) =] - Y D]+ 3 [

1=

1<i<r PP 1<icyer PiPi
yazilabilir. 2,3,5,...,p, ile Dboliinemeyen
sayllarin.  hepsi = asal- olmayabilir = (Mesela
Pr+1, Pr+2,- .- ile bollinenler olabilir). Bundan

dolay1, 7(z) < w(x,r) + r yazlabilir. w(z,r)
deki terim sayisi

(3)+(1) = (5)=

dir. Bir an igin tiim terimlerin tamsay1 oldugunu
kabul edip tam degerleri atahm. Bu w(z,r) de
2" den kesin kiigiik bir artiga sebep olacaktir.
Béylece

ﬂ(m)<x~zz—2+z ad

bjp;

elde ederiz. Jimdi sag tarafi ele alalim:

- 1_Zl+z 1 _...—ﬁ<1_i>
: pip; S BU m

oldugu gézlenebilir. Su halde

m(z) < wﬁ<1~g—‘>+r+2ﬁ

i=1 ’

_+r+2r

< xﬁ(l—i>+2’"+1

i1 ’ Dbi

vazilabilir. Simdi bir € > 0 alalm.

. 1
r — 00, iken H(l——_)~+0

i=1 P

oldugundan Gyle bir 7(e) ‘camsaylél bulunabilir ki,

e
II (1 - i) < e

i=1 pi

olsun. Ayrica yeterince biyiik bir = degeri icin
27+ < lex olacags agiktir. Béylece m(z) <
ex elde ederiz. ¢ keyfi bir deger oldugundan
sifira istenildigi kadar yaklagtirlabilir. Bu, kanit:
tamamlar.

Not: 6 = 3+3,8 =3+5,10=5+
512 = 54+ 7,14 = 7T+ 7,16 = 3 + 13,18 =
5413,20=7+13,22=3+19,24 =5 +19,. ...
Bu esitlikler su fikri séyler gibi... Dértten biiyiik
her cift say1 iki tek asal saymin toplami olarak
yazilabilir. Bu iinlii Goldbach sanisidir ve heniiz
sonuclandirilamamistir. Bu kanmitlanmig olsayds,
yediden biiyiik her tek sayinmn iig tek asal saymm
toplamu oldugunu gikarabilirdik, goyle ki n > 7
bir tek say1 olsun. Su halde n —3 >4 ve n— 3
Gifttir. p1,py asal olmak tzere n = 3 + p; + po,
yazilabilir.

Simdi bu konuda yapilmisg ilging caligmalar:
ve sonuglarim verelim.

* 1937'de Vinogradov yeterince biiyiik her
tek saymun {i¢ asalin toplami oldugunu gésterdi.

* E(z) bir = gergel sayisindan kiiciik ve iki
asalin toplami olarak yazlamayan cift sayilarm

sayist olsun. Estermann, van der Corput, Chu-
E
dakov lim —ﬁ =
T—00 @

Montgomery ve Vaughan daha da ileri giderek
E(x
xl—e =0
oldugunu gosterdiler. Vaughan her n > 1 tek
sayisinin 27 ve her n > 1 ¢ift sayisimn 26 asalin
toplami oldugunu gosterdi [2].

* pp-1,bn -ardigik asal sayilar  olsun.
min{p, — pn—1} = 2 oldugu aciktir. ' Burada
merak edilen nILH;O {pn — pn—1} ifadesidir.

0 oldugunu gosterdiler.

uygun bir € > 0 sayist i¢in, lim
T— 00

* m > 7 ve nl + 1 bir tam kare olacak

sekilde n sayilar var mdur? (n = 4,5,7 igin



n! +1 ’in tam kare olduguna dikkat ediniz. M.
Kraitchik, n > 7 ve m! 4+ 1 bir tam kare ise
n > 1020 oldugunu gdstermistir [4].

* Her n dogal sayis1 i¢in n? ve (n + 1)2

arasinda bir asal say1 var midir? [4]

2 ve n? +n

* Her n dogal sayist icin n
arasinda bir asal say1 var mdir? [4].

*2=1+41,5=22+1,257 = 4*+1 diginda
n™ + 1 seklinde asal sayilar var midir? [4].

* Son olarak kendi kendime ugragirken
aklima gelen bir problemi veriyorum. Bu prob-
lemi inceledigim kaynaklarda géremedim.

a® + 8 = ¢ +1 ve a,b,c asal olacak

gsekildeki tigliller sonsuz sayida midir?
7?4117 = 132 + 1,112 +13% = 172 + 1,132 +
197 =232 + 1,232 +29% = 372 4 1,132 + 412 =
43% 41,292 4292 = 412 4+ 1,192 4 432 = 412 ¢
1,197443% = 47241,232 4412 = 472 4-1 rnekleri
verilebilir. ;

Yaziy1 6rnek problemlerle bitirelim.

Problem 1. log2’nin sayisal degerini
yaklagik olarak bulmadan

p?
2log2 < H 5
» P

oldugunu gosteriniz.
Coziim: s > 1 igin

PES IS
n:lns - - 1—p—s

oldugunu gosterecegiz. p > 2 oldugundan, s > 1
icin

rpp— :1—|—p—s+p“23+...

yazilabilir. , P degerlerini

aldiginda

po=_2,3,5,...

1
H 1_p—s

p<P

hesaplandiginda genel terim

2*@2«5‘3_0/35._.P—GPS :n_s, n :2042.3043 ...PGP
seklindedir. Bir n sayis1 tek tirld asal
carpanlarma ayrilabildiginden, P ’den biiyiik
asal carpant olmayan her n sayis1 bu garpimdan

bir kez gelecektir. Boylece

1 1
Hl—p—5: E

p<P (P)
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vazalabilir. Z(P) % toplammda 7 in-1 ’den P
ve kadar tiim degerleri gegecektir. Kolayca,

.1 1 =1
0<Z:LE;— — Z E
n= (P) n=P+1

yakinsak oldugu igin P — 00 iken
[oe)
1
> Lo
ns
n=p-1
yazabiliriz. Boylece

1 . 1

;s
n=1 (P) p<p P

Boylece isteneni gosterdik. s = 2 alalim.

;ﬁ:g;ﬁ—l’

6te yandan

xR (oo}

1 1 1 1
n1 “+1 -
d (=)< Y- S =523
n=1 n=1 n=1

oldugu goriilebilir. Taylor serileri vardimuyla,

oo

Z 1)k+1$

k=1

log(1+ 2)

esitliginde =z =
ederiz.

Not: ((s) = Y07, =, Riemann Zeta
fonksiyonu olarak bilinmektedir (s > 1 igin).

Problem 2. Dik kenarlar ardigtk tam-
say1 ve hipoteniisii tamsay1 olan sonsuz sayida dik
ticgenin varligini gosteriniz.

Coziim: n? + (n + 1) = m? yamlabilir.
2n? +2n+1=m? ve 2m? — (2n+1)? = 1 elde
edilir. 2n+ 1 = s alalim. 2m? —s2 = 1 bu
denklem i¢in (1, 1) bir ¢dziimdiir. 2m? — s? =
2(3m + 2s)® — (4m + 35)? oldugundan sonsuz
(m, s) cifti vardir.

Problem 3. ¢ + b — ¢ = —1 olacak
sekilde sonsuz sayida (a, b, c) tamsayl ucliilerinin
varhgini gdsteriniz.

1 abirsak istenen egitsizligi elde
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Céziim: (22 4+ 1)2? —y? = —1 denklemi-
ni ele alabm. Burada z =2z ve y = 222 + 1
denklemi saglar. Ayrica

(22412 —y? =

6zdegligl sonsuz ¢ozim oldugunu gosterir. Biz
sadece a = zz,b = x,c = y alarak kamit1 tamam-
lariz.

Problem 4. z,y,z,w  bir aritmetik
dizinin. ardigik terimleri olmayacak gekilde (bu
kogulun nedeni (3k)* + (4k)® + (5k)® = (6k)° ol-
masidir) z® + ¢y® + 2% = w® esitligini saglayan
sonsuz sayida ,y,z,w tamsayl dortlilerinin
varligini gosteriniz.

Coziim: {b(2a® —b)}3 + {a(a®—20%)}° +
{b(a® + 6*)}® = {a(a® + b%)}° Gzdesligi ¢oziim
igin * yetecektir. (Bu ozdeglikle ilgili olarak
Bkz. Matematik Diinyas: Cilt:1, Say1:2, Aligtirma
Problemi 6).

Problem 5. Bir m pozitif tamsayis1 veri-
liyor. Oyle bir p, asal sayisiin (p,,n inci asal
say1) varligin gosteriniz ki,

n

mei<P< (m—{-l)Hpi

i=1 =1

esitsizliklerini saglayan ve p,; den daha biiyiik bir
asal bdlene sahip olan bir P sayist var olsun.

Coziim: 21—1) nin raksak oldugunu biliyo-
Su balde m < >0 L < m+1 olacak

rﬁz. =1
sekilde bir p,, vardar.

n

> o=

i1 P
3.5.7-py + 257+ py -+ 235 py1

(22 + 1)((22% + D)z + 22y)?
~((22° +22)2 + (222 + 1)y)?

H?:1 Pi

P sayisim1 pay olarak segerek istenenlerin
saglandigini gorebiliriz. :

Problem 6. 9(z% 4+ y*+ 2%) — (z +y)* =
(z + 2)* = 1 denkleminin sonsuz sayida tam say1
¢oziimlerinin varligini gosteriniz.

Coziim: 9{(a—b)*+(b—~c)*+(c—a)t} =
(a+b—20)%+ (a+c—2b)*+ (b+c—2a)
ozdegligini gozoniine alahm. b4 ¢ — 2a =1 ola-
cak gekilde sonsuz (a,b,c¢) Uglisii vardir. Biz
zr=c—by=a~0bz=c—a alirnz Boylece
z+y=a+c—2bx+2z=2c—a—0b,

r — —x degisikligi denklemi etkilemediginden
kanit tamamlanir.

Problem 7. 22* — y* = 1 olacak sekilde
her (z,y) pozitif tamsay: ikilisine kargihk (m —
n)* —4mn*(m — 2n) = 1 denklemini saglayan bir
(m,n) pozitif ikilisi oldugunu gosterin.

Céziim: 2(z2)?—(y*)? = 1,22 = a,y®> = b
alalm. 2a? —b? = 1,b tek olmahdir. b=2s+1
alalim. Béylece a® = 52+ (s + 1)? elde ederiz
(a,s,5 + 1) bir temel Pisagor iiclisiidiir. Oyle
m,n tamsayilar: bulabiliriz ki a = m? +n?, s =
2mn,s + 1 = m? — n? bunlar yerine konursa
2(m? 4+ n?)%2 — (m? - n? 4+ 2mn)? = 1 bu ise
(m-—n)* — 4mn?(m — 2n) = 1 e denktir.
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ULUSAL MATEMATIK OLIMPIYADI

Bundan bdéyle her yil diizenlenecek olan Ulusal Matematik Olimpiyati’nin birinci agamasi 9
Mayis Pazar giinii, 7 ilde yapildi. Bu agama sonucu, bagarili égrenciler Aralik ayinda yapilacak olan
ikinci agamaya katilmaya hak kazanacaklar. Ayrica, Uluslararas: Olimpiyat takimi igin hazirhk grubu

bu yarigma sonucuna gore olugacak.

Birinci agama smavi, 36 ¢oktan se¢meli sorudan olugmustu:- Asagida (sayfa 24 ve 25) bu sorular
arasindan segtigimiz bir kismini veriyoruz. Amacimuz sorular tanitmak oldugu icin seceneklere yer
vermedik: Coéziimleri 6niimiizdeki sayida bulacaksiniz.



