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Girig

Tamsayiyla . polinom, ﬂk bakigta = bir-

birinden timiiyle farkli goriinen kavramlardir.

Oysa, yakindan baktifimizda durum bdyle degil;
tamsayilarla polinomlarin ayni dzelliklere sahip
cebirsel yapilar olugturduklarm gériiyoruz. Bu
yapilara ” Okhd Bolgeleri” deniyor. Bu yazidaki
amacimiz  Oklid Bélgelerinin bi¢imsel bir in-
celemesini yapmak. degil; ortadgretimde bugiine
dek ele alinan ve alinmayan ydnleriyle tamsayilar:
ve polinomlar1 ortak &zelliklerini. vurgulayarak
tanitmaktir.

Tamsayilar, Salt Deger

Sonlu kiimelerin niceliklerini gosteren

IN=+{0,1;2,..}
dogal'sayilar kiimesini uygun bigimde genigleterek

zZ=1{..,

tamsayilar - kiimesini elde ediyoruz. Dogal
sayilarla yapilan toplama ve garpma iglemlerinin
de Dbitin tamsaylara yaylmasiyla, ilkokul
siralarindan beri aligik oldugumuz bir¢ok énemli
ozellige sahip gergekten elverigli bir cebirsel yap:
elde etmig oluyoruz. Kaniksanma O&lgiisiinde
dogal olduklar1 i¢in toplama ve ¢arpma ile il-
gili birlesme, degisme vb., Szellikler ve siralama
tzerinde durmuyoruz. Ancak tamsayilarda bélme
algoritmasy lizerinde ayrnntiyla  durma geregini
- duyuyoruz. - Bu amagla Snce her tamsayiya
dogal sayilar tiirtinden bir Sl¢ii veren salt (mut-
lak) deger kavramini ammsryoruz.
aldigimizda; bu. ya dogal sayilar kumesmdedlr
(negatlf olmayan tamsayidir) ya da

-2,-1,0,1,2,...}

zT :{-—-1,—2,...}‘

kiimesindedir, yani negatif tamsayidir. - Negatif
olmayan tamsayilarn - salt- degerleri ‘kendileri,
negatif tamsayilarin: salt deferleri ters igaretlers
(yani toplamsal tersleri) olarak tansmlanir. -a

* ODTU Matematik Béliimii 5§retim fiyesi

“tamsayisinn salt dederi,

la] seklinde gosterilir.

Ornegin,

]m:a]m=&|—ﬂ:_@m:;k
"~ Bolme Algoritmasi
Herhangi bir a tamsayise ile sifirdan farkh

bir b-lamsayisi verildifinde
a=gb+k ve 0<k<|b

olacak bigimde q ve k tamsaydar: bulunabilir,
Dahast, q ve k tamsayplar: tek virld belirlidirler.
(Buradaki a sayisma bolinen, b ye bélen, ¢ ya
bohim, k ya da kalan ady verilir.)

Bolme  algoritmasi - diye bilinen bu
Onermeyi 1spa.tlamak igin-m = || diyelim. 5 # 0
alindiy igin m > 0 olacaktir. Agkca goriildiigii
gibi her « tamsaysi agagidaki gekilde goriilen
araliklardan birine diiger, yani bir ¢ tamsays
icin tm < a < (t + 1)m olur:

0

Bir tamsay: -

g

—-2m ~m m 2m

tm o (4 Dm -

Her bir kisimdan ¢m. 'yl gkarirsak  buradaki
egitsizlikleri
0<a—tm<m

bigimine sokabiliriz. Bdylece k ='a - tm koyarak
a:tm+l§ ve 0<k<m

sonucuna variriz. Simdi b > 0 yani m = |b| = b
iken ¢ =t ve b <0 yani'm = |[b] = —=b iken
¢ = —t alarak her iki durumda da

a=gb+k ve 0<k< b

istenen sonucuna ulagiriz.
Boylece ¢ bolimil ile £ kalanimin varligini
ispatlamig olduk; bunlarin tekligine gelince,

a:QIb+kla
@ = qab+ ko,

0 <k < bl
0 <ky<|b]



taraf t

oldugunu varsayarsak,
deger alarak

lgs — qof [0] = [he — kal, Thy — ol <10

elde ederiz. Burada g1 7~ g2 ¥a da by &
bizi bir yanda |g1 — g2} [B] > |
[k — ko| < |b] esitsizligine g@‘z
celigkisine diiglirtir. Ovleyse g1 = g2 ve Iy
olmahdur.

Uyarilar

1. Bolme algoritmas: bize tam
bolme iglemi deyince bir ikili islemden
vapilan bir igten sbzedildigini gosterm

2. Bolme algoritmasini dogal
kalarak da ifade etmek mimkindir, x >
0 ve b > 0 alindiginda ¢ > 0 ozmahm
(Yukaridaki seklin yalmzea 0 m safinda kalan
kismu dislintilecek.) Buradan a < 0 ve & > 0
durumuna ge¢mek igin

oot

lal = th+ ¢, 0<L<h

yazlir ve £ =0 ise a = (~1)b esitlifine £+ 0 ise
a=(-t—1b+b~£

egitligine gecilerek boliim ve kalanlar elde edilir.

3. Rasyonel sayilar ve - gercel sayilar
icin bolme algoritmasimin yani boliim ve kalan
kavramlarmin herhangi bir anlami yoktur. Ginki
a ve b # 0 icin rasyonel sayilarda (veya gergel
sayuarda) a = ¢b olacak bi¢imde daima ¢ rasyo-
nel sayisi (veya ¢ gergel sayisi) bulunabilir.

Ornek 1: Bolme algoritmasinda & =
alacak olursak &k = 0 ya 'da & = 1 olabilecegi
icin biitiin tamsayilarin

a=2¢ (¢ift say1) ya da a = 2¢+1 ( tek say )

bi¢iminde oldugunu gériyoruz. Aym gekilde b =
3 alarak her tamsayimn ya 3k, ya 3k + 1 ya da
3k + 2 bigiminde yazlabilecegini goriirliz.

‘ Ornek 2: < 6y < 3607 olmak tizere her
yonlii agi Slglisiinii derece tiirlinden 8y + k.3607
biciminde yazabilirviz. Olgtisii —87463~ olarak
verilen yonli aginin @y esas Sl¢iisiini bulunuz.

Coziim: 87463  sayisim 360°a
boldigimizde boliim olarak 242 kalan olarak
343 buluruz. Simdi; :

242.360 + 343

(—242) - 360 — 343

(—242) - 360 — 360 + 360 — 343
= (—243)-360 + 176

87463 =
—87463 =

il
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riliriz.

1 bir b tam-
vorsa yani,

riz. Stfirdan farkh iier o tax
sayilart ¢ nin bolenleridir, olafan bolenlerin
disinda kalan bolenlere a mn Szbélenler: denir.
Sézgelimi 20’nin dzbdlenleri: =2, 74, =5, 710; -7
nin ise dzbdleni yok.

- Bolenlerle ilgili agagidaki dzellikleri gérmek
¢ok kolaydir. -

1. bla e ~blas bl —a
2. alb ve bla=b=Fa
3. bla = b|na

4. ¢ = a-b ise bir n tamsayis: bu ii¢ sayidan
ikisini boldiigiinde figiincliyii de bdler.

5. Bolen sayist en fazla olan sayi sifirdir, en az
olan tam sayilar ise 1 ve -1’dir.. (Bu iki say1
carpumsal tersi olan tamsayilardir.)

Ik Szellik bize bolenlerle ilgili tartigmalary
yalnizea pozitif tamsayilar i¢in yapmanin yeterli
oldugunu, son Szellik ise bélinebilme agisindan 0
ile 1 sayilarmin ilging olmadigmni gostermektedir. -
Peki, 6zbdleni olmayan ilging sayilara ne demeli?
Tam iki tane pozitif bdleni bulunan pozi-
tif sayilara asal sayilar denir. Bunlann asil
ilgingligini ileride gorecegiz; simdilik birkag drnek
asal sayr siralamakla yetinelim:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,
59,61,67,71,73,79,83,89,97
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; Ozbdleni bulunan porzitif sayilara “bilegik
sayilar” denir, - Soz gelimi 25, 39, 111 bilesik
sayilardar,

25="5.5, 39=13.13," 111=3.37

Ornek 3: Ardigik 5 tamsayidan birinin 5
ile bolinebildigini gésteriniz. Bu sonucu herhangi
bir m sayis: i¢in de goriiniiz.

Coéziim: Herhangi ardigtk 5 say
sirayla yazmldifinda en bagtaki saymin ”5” ile
boliimiinden kalana gore sunlardan biri karsiniza
gikar:

5k,5k-+1,5k+2,5k+3,5k+4

5k + 1,5k + 2,5k + 3,5k +4,5k+5=(k+1)5
5k +2,5k+3,5k+4,5(k+1),5k+6
5k 43,5k +4,5(k+1),5k + 6,5k + 7
5k +4,5(k+1),5k+ 6,5k + 7,5k + 8
Goriildiigii gibi her -defasinda ardigik ‘sayilardan
biri (ve hatta yalmz biri) 5 ile boliniir. Ayni
diiglince herhangi bir m sayisi i¢in yinelenebilir.
Problem 1. Her t poziiif tek sayiss icin
2% — 2% — 2 nin 18 ile bolinebilecedini gosteriniz.

Coztim: . ¢ pozitif tek say1 oldugundan
t.=2k 4+ 1,k € IN yazabiliriz. Buna gore

2% —28 —2= (2" 2)(20+ 1)
= 2021 -1 +1)
2(2%% — 1)(2%+1 1 1)
= 202" - 1@F + )2+ + 1)

olur: §imdi, .

a) 28 — 1,28 9F 1 arcigk ¢ say
oldugundan bunlardan biri 3 ile béliiniir ve bu
2 olamaz; yani (2% — 1)(2% + 1) carpimu 3 ile
béliiniir;

b) n tek say1 oldugundan

mn_i_yn — (w+y)(xn—1__mn—2y+’ . '_{_x,yn—Z_yn—l)
ozdesligi bulundugundan
22k+1 o 1= (2 + 1)(22’6 S 12k)

olup--3 -ile  boliinebilir, :bagtaki -2 ¢arpanimi
da gozoniine alisak 2%' — 2! — 2 nin 18 ile
bolindiigint goririiz.

Problem 2: (AIME 1991). 22 + az +
6a = 0 denkleminin kokleri tamsay ise a gergel
sayisinan alabilecedi kag defer varder?

Coziim: z; ve x5 denklemin kokleri ise
a = —(.’131 + 322)

olacagmdan a,z1, o sayilarindan ikisi tamsay
ise liglincii de tamsay1 olacaktir. Demek ki prob-
lem hangi a ve z tamsayilarii¢in ‘

224 az+6a=0

denklemi saglamir bicimine sokulabilir, bir bagka
deyigle hangi # tamsayilan icin
—2?

a=x+6

olacag belirlenmelidir. Polinom bolmesi ile

36
z+6

a=06—z—

vazdigimizda 2 + 6 ’nin. 36’nmn  bolenleri
oldugunu - gériiyoruz. Yani .+ 6 =
F1,F2,¥3,7F4,F6,F9,F12, 718,736 -olmalidir.
z ’in buradan elde edilecek 18 degerini ayr ayri
yerine koyup a y1 hesapladifimizda su 10 tane
farkli deger-elde edilir:

—25,-8,=3,~1,0,24, 25,27, 32, 48.

Su kolay problemi de okuyucuya birakalim.

Problem 3. (AIME 1991). = ve y pozitif
tamsaydar ve zy+ =z +y = 71, 2%y + zy? = 880
oldufuna gore % + y? yi hesaplayiniz, »

Yazimizi su ¢ozmecemsi problemle bitire-
lim: ; :

Problem 3. Herhangi bir n sayse abyp
bir straya n-tane tamsaye - (kimisi ayna olabilir)
yazalvm.  Birbirine bitisik sayplardan olusturulan
toplamlardan  birinin - .n e bolinebilecefini
gosteriniz.

(Ornegin 7 tane sayry1 32 1. 2 2‘ 6 5
olarak siralarsak 2 + 1+ 2 + 2 toplami 7 ile

boliniir.)
Cdztim, : Siralanan  tamsayilar
ai,az,...,a, olsun. ay ile baglayan ve bitisik

sayilarla olugturulan toplamlar sunlardir:

Sii= ay

Sy = ai+tap

Sz = ay+ag+as

Si = ay+tartaz+---+a,



Bu toplamlarin n ile bdlimiinden ortaya gkan
kalanlar 0,1,...,n — 1 den biri olacaktir.
Bu kalanlardan birinin sifir olmast onu veren
toplamun n ile boliinmesi demektir. Bu toplam-
lardan hichiri n ile bolinemezse {1,2,...,n—1}
kiimesinden alinacak n tane kalan sdzkonusu de-
mektir ve bu kalanlardan ikisi birbirine esit ol-
malidir (gekmece ilkesi). Demek ki 7 < j olmak
iizere

S o=
S; =

art-ta=gqntr
ar+-+atotay=sn+r

olacaktir, Bu ise
Sj—Si=aipr+-+a;=(s—qg)n

olmasi demektir. Yani a;41 den a; ye kadar olan
parcadaki sayilar: toplarsak sonug n ile boliniir.

Polinomlar, Derece

Polinom kavrarmmmni verebilmek i¢in énce bir
taban yapiya gerek var. Biz bu yapiy1 uzerindeki
toplama ve ¢arpma iglemleriyle birlikte IR gergel
sayilar kiimesi olarak alacagiz. IR kiimesi yeri-
ne € karmagik sayilar kiimesi ya da. ® rasyo-
nel sayilar kiimesi de alinabilir.. IR yi diglinerek
verecegimiz ifadeleri okuyucu IR yerine @ ya da
C alarak da yineleyebilir. ag,a1,...,a, gercel
sayilar olmak dzere

Cag+ a1z + asz® o+ apa”

bigimindeki yazlislara polinom (ya da goklerimli)
ap,ai, ..., a, yo da polinomun katsayilar: denir.
ap # 0 ise an ye bagkatsayr n ye de polinomun
derecesi denir ve der kisaltmase ile belirtilir. ap =
1 ise polinom monik polinom olarak nitelenmek-
tedir. . Butin katsaylary sifir olan polinoma sifir
polinom denir, onun derecest tanimlanmamagter;
(gerefinde formillere uygunluk saglamass igin bu
derece —oo simgesi olarak alinmaktadir): :

Derece kavram ile sifirdan farkly her poli-
noma bir anlamda o&l¢ii- veren ‘bir--dogal say1
baglamg oluyoruz.  Bu, tamsayilardaki- salt
degerin roliinii oynuyor: bunun yardimiyla. tam-

sayilarda yapilan . akil: yliriitmeleri- polinomlara -

tagiyabiliyoruz.. .. ... -
Uyari, Bir P(2) = apfa1z+asz?+- -+
ape™

icin 2 simgesi yerine « sayisium koyarak
Al@) = ag + ey aza® + -+ apa”

Béylece bir a — A(a)
-Bu fonksiyona polinom

sayistm elde ederiz,
fonksiyonu buluruz.

(4]

polinomu verildiginde her «. gergel sayist’
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fonksiyonu denir. Bu fonksiyonla A(z) poli-
nomuna tamamen ayni geyler goziiyle baka-
may1z; ancak bu yazida bu ince noktaya Gzen
gostermeyecegiz.
Polinomlarda
iglemlerini :
(ao+arz+ ) +(bo+biz+- )=
(ao +bo) + (az + b))z + -+
(ap + a1z +- -+ anz”)
(bo+brz+ -+ bpz™)
= agbo + (aob1 + 0160)17 + e tap b1nxn+m

toplama ve carpma

bi¢iminde tamimhiyoruz. Bu iglemler yakindan
bildigimiz birlegme, degisme, dagima vb.
ozellikleri sagladiklary igin bunlarla iglem yap-
makta herhangi bir gliclik bulunmamaktadir.
Ancak bdlme algoritmas) tizerinde ayrntiyla du-
racagiz. ‘ :

Bolme Algoritmas:

Herhangi bir A(z) polinomu ile. sifirdan
farkly bir B(z) polinomu verildiginde

A(2) = Q@)B() + (&)
ve :
der(K(z)) < der(B(z))
olacak’ bigimde @Q(z) ve K(z) polinomlars bu-
lunabilir. Dahasy, Q(z) ve K(z) tek tirli be-
Lrlidirler. (Buradaki A(z) polinomuna bélinen,
B(z) e bolen, Q(z) ’a bélim, K(z) ’e de kalan
ads verdlir).

Gariildiigi gibi bu ifade yukanda verilenin
tam kopyasidir. - Ispat i¢in tam sayilarda nasil
salt deger kavramindan yararlandiysak burada da
derece kavrammndan yararlanacagiz. der(B(z)) >
der(A(z)) iken Q(z) = 0, K(z) = A(z) alabiliriz.
Geriye m = der(B(x)) < n x der(A(z)) durumu
kaliyor. Simdi

Alz) =ag+aiz+ -+ apz™,
B(z) = by +biz+ -+ bpz™
polinomlarindan

Alz) - gia:”"mB(m)

polinomunu  olugturursak,  dereceyi  A(z)
inkinden daha kiigiik duruma getirmis oluruz.
(Islemlerde bunu agagidaki bicimde yapiyoruz.)

Az) B(z)

k%
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Boylece devam edip gittigimizde en sonunda dere-
ceyl B(z) inkinden kiigiik yapmis oluyoruz ve
elimizde kalan polinoma K(z) dersek :

K(z)= A(z) — Q(=)B(z)
oldugunu gomyoruz Demek ki lstenen
| A®) = Q@)B(x) + K(2)

egitligine ulagmig oluyoruz:
Q(z) ve K(z) in tekligine gelince tam-
sayilardaki gibi; ~

A(z)

Q1(z)B(z) + K1(z)
Q2(z)B(2) + Kgy(m)

oldugunu varsaylp taraf tarafa qikarirsak,
(Qu(x) ~ Q2())B(2) = Ka(z) — Ki(a)
elde ederiz. Ki(z) # Ks(z) olsaydi,

der(B(z)) > der(K3(z) — Ki(z)) ="

der(Q1(w) — Qa(2)) + der(B(z)) > der(B(z))

celigkisi qikardi. Demek ki Ki(z) = Ka(z) ve
dolaysiyla da, B(z) # 0 olduguna gore Q1(z) =
Q2(z) olmalidir.

Bolme algoritmasii B(z) = x — « poli-
nomu-i¢in uyguladigimzda K(z) in derecesi bir-
den fazla olamayacafindan kalan bir sabit olurve

A(m) =Q(z)(z ~ay+K

0

. ‘
elde edilir. Buradan A(o) = Q(a) (@ — ) +K,

yani

K = A(a)

oldugu goriiliir. Demek ki bir A(z) polinomunun
z.— ¢ ile boliiminden kalan

K= Aa)"

sabit polinomudur.

Genelde - A(z) polinomunu = B(z) e
boldigiimiizde elde edilen kalan sifirsa B(x) ’e
A(z) in boleni (ya da garpant) diyor ve B(z)|A(x)
yaziyoruz.  Simdi yukardaki sonugtan yarar-
lanacak olursak,; A(z) in z— o ile b(ﬂdneb‘ilmcsi
igin .gerek ve yeter kosul A(a) = 0. olmasidir
diyebiliriz. Bu durumda o« ya A nin kéki (ya
da sifir yeri) digoruz. Dahasy (z — a)F|A(z) ve
(z — )+ } A(z) dse @ ya A nen k kath koki
denir.

Ornek: z1 # o olmak lizere z — z, ile
boliimiinde K1,z —z5 ile béliimiinde K5 kalanini
veren bir A(z) polinomu (z'— z)(z — z5) ile
béliintirse kalan ne olur.

Coztim: (2 — z1)(x ~ z2) polinomu ikin-
ci dereceden oldugundan kalan K(z) = Az + b
bi¢imindedir. Oysa

Alz) = Q(z)(x — z1)(w — =) + K(z)

ifadesinde . & yerine sirayla  ®; . ve x4

koydugumuzda
Ki=K(z1) ve Ki=K(zs)

elde edilir. (“)yleyse z1 de Ky ve zo de Ky
degerlerini alan lineer polinom

_ K(z) - K

Ko — Ky

T — T

To — &1

den elde edilir (Dogru denklemini ammsayimz).
Sabit -olmayan. . iki " polinomun  -¢arpmm
olarak yazilabilen polinomlara indirgenebilir poli-
nom, yazilamayanlara ise indirgenmez polinom
denir. Baskatsayinin 1 olmasi kogulunu da ek-
leyerek asal polinomlara ulagiyoruz.” Buna gére
asal polinom' deyince derecesi 1 ya da daha
buyik olan ve derecesi sifirdan buyik ki polino-
mun ¢arprme olmayan polinomlary anhyoruz,



