Bu yazimzda baz kombinasyon toplam-
larinn ilging bir yontemle bulunmasindan bahis
edecegiz.

Once (z + v)® in nasil aglabilecegini
hatirlayalim.

@ty =@ +)E+y) -+

esitliginin sag tarafindaki c¢arpmalar yaparsak
her parantez, carpimm derecesine 1 ekleyecegi
icin biitiin terimlerin derecesi n olur. ~Simdi
zFy"~* teriminin katsayisimi dilgiinelim. 2 in
kuvveti olan k, parantezlerin k tanesinden z in
secildigini gosterir. Bu segim (Z) turlid yapilir
ve bu secim ¥y leri de belirledigi i¢in 2Fy?=F nmn

katsayis (;‘) olur. Oyle ise

(z+y)z+y) - (e+y =

™) 20y n m1yn—1_+_;“_§_ n 2" g0
0 1 n

yani
n
(32 + y)n — Z <Z> mkyn—k
k=0
buluruz. - Bu esitlife binom aglim denir. Bu

esitligi kullanarak

B
()= (s o) -0 =o

oldugu kolaylikla goriiliir.
Simdi

(-0 @) () zn

toplanuni bulahm. Bu toplam
*(1—a) +2" 1 —z)" + - 2" (1—z)"

polinomunda z" nin katsayisidir. Bu polinomu
doniigtiirerek
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et(l—z)" + e 'l =—2)"+- -+ a1l —2)"

= (1—$>nzn—m(a}m+1}m”1++m+
1-— xm-&-l
= 1T—2)* 2" ™ ———
(1—a)'-= l1—-2z
— (1 _ w)n——l . (mn—m — xn+1)
= " (1=z)" " (1 - )t

‘elde ederiz. Bu polinomda 2",

g~y <"; 1) 2™ = (=) (n; k1> "

olarak gériineceginden, m < n igin katsayisi ve :
dolayis: ile istenilen toplam. (—1)™ (”n—;l) olur ve
m = n ic¢in daha evvel verdigimiz (1 —1)" =0
toplamin: elde ederiz.
Yukarida bir geometrik serinin toplam
formiiliint kullandik;
1= gmt!

—— #D

z

l4z+-+2™=

Bu e§itlik tiimevarimla, veyagu sekilde ko-
layhkla gosterilebilir:

A = l4z+-Fa™
Az = zHad4.amtt
A-Az = 1-—am*
O halde . 41
A=—5—

Eger |z| < 1 ise @™ nin m biiyilidiikge
sifita yaklagan degerler alacagim diigiiniirsek,
agagidaki sonsuz toplam igin

1

11—z

esitligini de yazabiliriz.

Bu sonlu ve sonsuz toplam formiullerinin
kullanilabilecegi iki drnek daha verelim. Once
sonlu toplam i¢in;
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Bu toplam z* nin (1+2)" + (1 +2z)"+ +
o+ (14z)"t™ polinomundaki katsayisidir. Yine
bu polinomu déniigtiirerek

= (+2)"1+@+a)+ -+ (1L+2)"]
1= (14 z)m*!
B
= %[(1 + )" (14 gy

= @+o)

elde ederiz. z* h terim

1 ntm+1 A S B CEN S
a:[< k+1 )f k+1)%

k

olacagindan k£ < n i¢in 2 min katsayist

n+m-1 B n
k+1 k+1
olarak bulunur. &k =

(") dir

Simdi sonsuz toplam formiiliinin kul-
lanildagr bir drnek verelim.

()7 )

toplamim bulalim.
Bu ifade

n hali igin bu katsay1

$2n(1 . x)Qn 4 mfzn—l(l - w)2n~1+
x2n-2(1 _ l,)Qn—Q RS :En(]. o CL‘)”

polinomunda %" nin katsayisidir. Bu polinomu
rahat caligabilecegimiz bir hale getirmek icin

g 1=2)" "R (1) 2z (l—a)+ 1

toplamini da bu polinoma ekleyelim. Kolayca
goriilecegi gibi bu ekleme z?" nin katsayisim
degistirmez. Elde edilen toplam

(x_m2)2n+(x_x2)2n—l+_..+(w_1.2>+1:

1— (Z’ _ :L.Z)Zn—i-l

1—(z—2?)
1— m271—}‘1(1 . m)2n—i—1
2 —z+1

Bu esitligin pay ve paydasmi 1 + 2z ile
carparak

1+=2
1 — 2n+41 1= 2n+1 . —
[L— 2?1 = o] S
Ltz 2n+1 ont1 L+
___‘n 1_ X3
1+ 23 ¢ (1-2) 1+ 23

polinomuna esit oldugunu goriiriiz.
2L (1 — g)ntt . fj—z‘% ifadesinde biitiin
terimlerin derecesi 2n den biiyiik oldugu igin 2?"
nin katsayis1 sadece 11_;“;3 den gelecektir.
Simdi tekrar
1

—:1+$+Z2+"'
11—z

ifadesine dénelim. x yerine —z* koyarsak .

1

——=1-zt a2 =2+ 2. ..
1+28

elde ederiz: (Bu- esitlik dogal olarak sadece z in
mutlak degeri 1’den kiigiik iken dogrudur. Biz
sadece katsayilarla ilgilendigimiz igin bu kisitlama
bir sorun yaratmaz.)

Boylece

1+x
1+ 23

=(1+z)(1-2+2% -2 4212 ..)

elde ederiz. Bu garpimda z?" in katsayis:

1 2n=0mod6 ~yani n=0mod3
= 0 2n=2mod6. yani n=1mod3
—1 2n=4mod6 yani n=2mod3

olarak elde edilir. Bu formiil, istedigimiz n ye
bagl toplamdir.
Son olarak

2 2n—1 2n—2 k
() ))en()
n n n n
toplamimi bulalim. Bu ifade
(1+z)" +2(142)2" 1422 (142) 2" 2 - 427 (142)™

polinomunda z” in katsayisidir. Yine geometrik
seriler igin toplam formiiliinii de kullanarak bu
polinomu doniigtiirelim.

(I+2) +2(1+2)" . 4281+ )"
2 22

= (1 [ e e S T
(1+2) [+1+a:+(1+3:)2+

2" ]
(I+z)™

2n+l 1
2n (4z)™T —
= (e

14>
ont?
—_ (1 + m>2n (+z) (1 + ﬂ?)
2—-(1+2)
1

= {2n+1(1 + I’)n - (1 + $)2n+1] . 1—_’;



Yine ﬁ:l—{—m—{—xz—}m--

lanarak polinomumuzu

esitligini kul-

(1+1_)2n+1 1

"M 1+ ) 1+ 22+ )= -

sekline getirebiliriz. Simdi bu ifadedeki z™ in kat-
sayisini bulalim.

(1+$)n'(1+x—}—x2+.‘..):

IR e W e

ifadesinde z"
toplam

iceren terimlerin katsayilarinin

©)+()e(0)-»

oldugu goriiliir. Ote yandan
(1+z) 14z +22+--))

[ (e ()

2n +‘1 2n-1 = n
(o 1)=| 2

igeren terimlerin toplam

2 1 2 1
( n0+ )x”+< n1+ )wa:”“1+

224

ifadesinde z™
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<2n + 1)372:6“_2 ey (272 + 1> o
2 n

olacagimdan x™ nih katsayis1
(27;{—1) + (2n1+1) + (2n2—i-1) 4 (2n+1)

() ()5

2n+1 o
Z9 n+1 __ 22n L
+<2n—1— 1>}

olarak bulunur. Buradan z" nin

DN |

. 5]
2n+1(1+x)n(1+x+x2+...)_(1+x)2n+1 an
n=0

ifadesindeki katsayisi

2n+1 - 22n — 22n+1 o 2271‘: 22n

olarak elde edilir.

Sayma yontemi ile elde edilmesi zor olan
pek ¢ok esitlik bu yontemle bulunabilir.. Bu
yonteme doguran fonksiyonlar yonteminin bir
uygulamas: olarak da bakilabilir.



