WILSON TEOREMI

SAFAK ALPAY 1

‘ p verilen bir tamsay: olsun. p|(z — y) ise
z ve y tamsayilari mod p de denktir denir ve

2 = y(mod p) yazihr. Bu sekilde tam sayilar
kumesi Z de daha oOncede ¢algilan bir bagmti
elde edilic [1]: Sifir her sayiy1 béldiginden her
z € Z igin z = z(mod p) vardr (yansima
Szelligl). pl(z —y) ise pl{y — ) olacagindan z =
y(mod p) = y = z(mod p) (simetri Szelligi).
z = y(mod p) ve y = z(mod p),z = z(mod p)
gerektirir (gecigme Ozelligi).  Yansima, simetri
ve gegisime Ozelliklerini tagiyan bagmtilara kisaca
denklik  bagintisi dendiginden, z = y(mod p)
bagmntist denklik bagmtisidir. p= 2 ahmrsa, z €
Z ¢ift veya tek olusuna gore ya z = 0{mod 2)
veya 2 = 1(mod 2) olacaktir. n &geli bir kiime
tzerinde tanunh birebir ve orten fonksiyonlar ku-
mesinde tammbh bir denklik bagintis: ontimuzdeki
sayida ele. ahmacaktir [2]." [2] ile z’e denk
-olan tamsayilar gosterirsek, yansima ozelliginden
[2] # 0 ve [0JU[1] = Z ve [0]N[1] = ¢. [3]te ver-
ilen bolme algoritmasmne kullanarak, p = 3 igin
herhangi bir z tam sayisinm 0,1 veya 2 ye denk
oldugunu goriiriz. p = 3 ign,

o = {-

np-= {..
k= {..

~9,-6,-3,0,3,6,9,...},
—4,-1,1,4,7,10,.. .} ve
~5,-2,2,5,8,11,...}

bolme algoritmasi ile kolayca goriiliir. Yani [0]U-

[1JU[2] = Z ve bu kiimelerin ortak elemanlar
yoktur. ;

~ [z]’e z  elemanm denklik smfi denir.
Bolme algoritmasi verilen p sayisi igin Z nin p
tane denklik simiftan olugtugunu soyler.. Z nin
" p =2 ve 3 igin denklik siniflarina. ayrigmast her
denklik bagintist i¢in dogrudur. Yani bir denk-
ik bagintisi tanimlandigi kiimeyi bilegimleri tim
kiime olan ve kesigmeyen pargalara boler.

‘R bagintist. A kiimesi tzerinde tanimh
bir denklik bagintist olsun. [2] ile 2 ’in denklik
smifiny; yani, {y € A : yRz} gosterelim. zRy
igin gerekh ve yeterli kogul [z] = [y] dir. zRy
ise [z] = [y] Onermesini ele alahm. [z}, [y] A 'nm
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alt kiimeleri oldugundan [z] C [y] ve [y] C [z]
gosterilmelidir. -z € [z] olsun. Kabul geregi
zRy ve zRzx bize, R ’nin gecisme ve simetri:
ozelliginden, zRy veya z € [y] verir.  z keyfi
alindigindan [z] C [y] elde edilir. [y] C [z]
benzer sekilde gosterilir. Ote yandan [z] =
[y] ise zRy oldugu agikardir. = Simdide denk-
lik smiflarmin ya aym ya da ortak ogeleri ola-
mayacagim gorelim. z € [¢] N [y] ise zRz, 2Ry
bagmntilar1 vardir. = R ’nin simetri ve gegigme
ozelligi xRy verir. Onceki gozlemden [z] = [y]
elde edilir. p igin, z = y(mod p) bagmtisima
gore elde edilen denklik simiflarinin kilmesini Z,
ile gosterecegiz. Bolme algoritmasi ile Z nin arit-
metik yapisit kullanilarak Z, icinde-de aritmetik

yapabiliriz. Z, de aritmetik [z] + [y] = [z + ]
ve [z)[y] = [zy] ile tammlanir. Z4 icin toplama
tablosu gOyledir: :
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Tablodan gorfilecegi gibl Zg Abehan bir
gruptur. Genelde her n > 2 icin Z, Abelian .
bir gruptur [4].
Zs carpma tablosu agagidadir. 74 in

carpma altinda grup olmadigi tablodan kolayca
goriilebilir! Genelde her n asal sayis 1§m Zn\{()}
carpma altinda gruptur [4].
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Simdi- bolme algoritmasi ve- yukaridaki
énbilgiler ve cebimizdeki 5100 TL- ile garsiya
¢gkalim. Bu para ile 200 ve 500 liralik sakizlardan
kacar tane alabiliriz? =z ile 200 liraliklarm -

sayisini, ¥ ile 500 lirahklarin sayisini gosterirsek,
sorunun yaniti 200z + 500y = 5100 denkleminin
¢oztimleri kadar olacaktir.
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a,b ve ¢ pozitif tamsayilar olmak tzere
az + by = ¢ geklindeki denklemlere iki degigkenli
(dogrusal) diofantin denklem denir [5].

Kanitinda - sadece bdlme  algoritmasmimn
- kullamldigy * ilk - teorem - boyle ~ denklemlerin
¢Ozilebilirligi hakkinda.

; Teorem 1. a,b € Z,d = (a,b) ok

sun. - d.{ ¢ ise az + by = ¢ denkleminin tam
sayilar kilmesinde ¢6ztimil yoktur. d|c ise sonsuz
tane ¢Ozim vardir. (2o;yo) bir ¢Ozlim ise; tim
¢oztimler ¢ = zo + (b/d)n, y = yo — (a/d)n (n €
Z) geklindedir.

Kanit. z,y € Z olmak iizere az + by = ¢
olsun. dla ve dlb = dlc. Bu nedenle d 4 ¢ ise
denklemin ¢6zumi yoktur. dle ise bir e € Z igin
~de=c ve d = {a,b) oldugundan s,t € Z igin

d=as+ bt (5)

yazilabilir.

~ o (1)in her iki tarafim e ile carparak ¢ =
de = (as + bt)e = a(se) + b(te) elde edilir ki
bu zo = se, yo- = te ¢iftinin ¢oziim oldugunu
gosterir: n € Z igin

v=gz0+ (b/d)n, y=yo— (a/b)n  (6)

ciftlerinin ¢oztim oldugu kolayca goriilir.

Simdi her ¢Sziimiin bir » € Z i¢in (2)’deki
gibi oldugunu goérelim. (z,y) bir ¢dzlim olsun.
ax + by = ¢ ve azg + by = ¢ oldugundan (az +
by)—(azo+byo) = 0 veya a(z—zo)+b(y—yo) =0
veya

a(z — o) = b(yo — ) - (M

k - vardir. Her iki taraf d ile bokinerek

o (a/d)(z —zo) = (b/d)(yo ~ ¥)

elde edilir.
(a/d,b/d) =1 ve (ajd)|(b/d)(yo—v)

~oldugundan (a/d)|(yo — y). Yani, bir n € Z igin
(ald)n = yo — y veya y = yo — (a/d)n elde edilir.
Bu (3)'de yerine konarak ¢ = zo+ (b/d)n bu-
hunur: : :
Ornek: (15,6) = 3,3 | 7 den &tiirii

15z + 6y = 7 denkleminin tamsayr ¢oztimii yok-
tur. (21,14) = 7, 7|70 den 8tiirii 21z + 14y = 70

- denkleminin sonsuz ¢6ziimi vardir. Bolme algo-

ritmast ile 2y = 10,y0 = —10 ¢dziim oldugu ko--

layca gorilir. Diger ¢ziimler z = 10 + 2n,y =

~10"~ 3n seklindedir.

z bilinmeyen tam sayilar gostermek tizere
bmod p) ‘a,b,p. € Z denklemine tek

aqx =

degiskenli dogrusal kongiirans denklemi denir.
®o bir ¢Ozlim ise, © = xo(mod p) bagmtisim
saglayan her z de ¢Oziimdir. Amacimiz denklik
smiflarindan ¢oziim bulmak olacaktir.

Teorem 2. 0 < p olmak iizere a,b,p € Z
ve (a,p) = d olsun. d{ b i¢in az = b(mod p)
denkleminin ¢6zimi yoktur. d|b i¢in bu denkle-
min Z, de d tane ¢oziimii vardir.

Kanit: z tamsaysmmn az = b{mod p)
denkleminin ¢Ozlimu olmast i¢in gerekli ve yeterli
kosul bir ¥y € Z i¢in az — py = b diophantin
denkleminin saglanmasidir. (Niye?) d 4 b iken
¢bziim olmadigini, d|b ise bu denklemin (z¢, ¥o)
herhangi bir ¢oztim olmak uzere her ¢ € Z igin

o= o0+ (p/d)t, y=yo+(afd)t
seklinde sonsuz tane ¢ozim oldugunu Teorem
1’den biliyoruz.

Simdi (mod p) ye gore kag tane denklik
siifinin ¢oziim olabilecegini arayalim.

w1 =zo + (p/d)ty, ve z1= 35"0 + (p/d)ty’

geklindeki ki ¢oziimiin  mod p) baﬁmtlsmda

denk olmas: igin (p/d)t1 = (p/d)ts (mod p) ol-
masi gerekir.. m/d | m den (m,m/d) = m/d
elde edilir ki, bu yukaridaki egitliginin saglanmas:
igin ¢, = ty(mod d) verir. Dolayisi ile (mod
p) bagmtisina gore farkh ¢oziimler z = zp +
(p/d)t de t yi (mod d) bagntismda farkli denk-
lik simflarindan alinarak elde edilir. Yani, z =
zo + (p/d)t, t = 0,1,...,d — 1 tiim ¢ozlimleri

betimler.
Ornek: (9;15) = 3 ve 3/12 oldugundan
92 = 12(mod 15) denkleminin ¢éziimii vardir.

Bir ¢bzimu 92 — 15y = 12 diophantin denkle-
mini ¢6zerek bulabiliriz. Bolme algoritmasindan
15 = 9.146,9 = 6.1+ 3,6 = 3.2 buradan da
3=9-61=9-(15-91) = 9.2~ 15 elde
ederiz. Dolayisi ile zg = 8,50 = 4 ¢ifti 9z —
15y = 12 denkleminin ¢6zimiidir. Buradan da
9z = 12(mod 15) denkleminin tim ¢Sziimlerini
z1 = 8(mod 15),25 = @1 + 5 = 13(mod 15) ve
z3 = xo + 2.5 = 18(mod 15) olarak elde ederiz.
{a,p) = 1 ise az = l(med p) denklemi-
nin ¢oziimiine @ nm (mod p) bagmtisma gore
tersi denir. Ornegin 7z = 1{mod 31) denk-
lerninde 9 ve mod 31 bagmtisinda 9™un. denk-
lik simfindaki tum sayilar 7’nin tersidir. mod p
bagintisinda a min tersi varsa az = b(mod p)
denklemini kolayca. ¢oziilir. = az = b(mod p)
de her iki tarafi @ min tersi- @ ile garparak,

|



mod p) veya z = @b(mod p) elde
gin, Tz = 22(mod 31) denkleminde

2iTz) = (97).z =2 =9.22(mod 31)
198 = 12(mod 31)

mad p de tek ¢dziimi vardir. 7z = 4(mod 12)
de tek ¢oziim vardir. Bunu 7z — 12y = 4 dio-
fantin denklemini ¢ozerek zo = —20,y0 = 12 bu-
* taruz. Oyle ise 7z = 4(mod 12) denkleminin tek
¢oztimil z = —20 = 4(mod 12) dir.

Daha sonra kullanacagimz agagidaki teo-
remm. p asal iken hangi sayilann fnod p)
bagmtisinda terslerinin kendileri oldugunu soyler.

Teorem 3. p asal.olsun. a pozitif tam
sayisinin’ (mod p) bagmntisinda tersinin kendisi
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul a = 1(mod p)
veya a = —1(mod p) olmasidir.

Kanit: a = F1{(mod p) ise a? = 1(mod
p) olacagindan a nm (mod p) de tersi kendi-
sidir:

2

a nin tersi kendisi ise a? = a.a = 1(mod

~p) olur. Dolaywsiile pla® —1 = (a+ 1)(a — 1)

den pla = 1. veya pla +°1 elde edilir: Bu-ise
a = 1(mod p) veya a = ~1(mod p) demeksir:

Asagidaki teoremin kamit yontemini daha
iyi “anlamak igin p =
hesaplayalim. 2.4 = 1(mod 7),3.5 = 1(mod 7)
oldugunu gbz ontne alahm. (p — 1)1 = 6! =
1.2.3.4.5.6 uygun gekilde parantezlere alinarak
“(p=11'=1.(2.4).(3.5).6 =1.6 = —1(mod 7) bu-
lunabilir:

Wilson Teoremi. Asal p saywsi igin
(p= 1= —1(mod p).

Kamit: p=2i¢in (p— 1) = 1= ~1(mod
2) oldugundan teorem p = 2 igin dogrudur.
2'< palahm.” Teorem 2’den 1 < a < p—1
kosulunu saglayan her o tamsayisi igin a.d@ =
1(mod p), 1 <@ < p—1 olan @ sayist vardir.

{a,p) = 1 ise ax = b(mod p) denkleminin

7 -alalim ve (p ~ 1)!
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Teorem 3’e gore p den kiigik sayilar iginde
tersi ‘kendisine esit olan sayilar 1 ve p — 1 dir.
Ornekteki yontemi izleyerek 2 ile p—2 arasindaki
sayilan tersleri ile egleyerek (p — 3)/2 tane ¢ift
olugturahm. Boylelikle elde edecegimiz

23.---(p=4)(p—3)(p— 2) = 1(mod p)
esitlifinde her iki tarafi (p — 1) ile ¢arparak

(p=D! = 12:-(p=3)(p-2(p-1)
= 1L(p—1)=-1(mod p).

elde edilir.

Wilson Teoremi’nin terside dogrudur.

Teorem 4. (n— 1)! = —1(mod n) ise.n
asal bir sayidir. -

Kamit: n- asal degilse;, 1 < a < n,1 <
b < n olmak iizere n = ab yazlabilir. a < n
oldugundan a|(n—1)! Varsayim geregi (n—1)!' =
—~1(mod n) oldugundan n|((n — 1)!+ 1) vardir.
a(n—1)+1Lveall(n=D+1)—(n=1l=1
elde edilir. 1 < a oldugundan bu bir ¢eligkidir. .
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