CANTOR KUMELERI
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Yazimuzmi baghinda adi gecen Alman

matematikgisi Georg Cantor (1845-1918), mo-
dern matematigin temeli olan kiimeler teorisinin
kurucusu olarak kabul edilir. Cantor, 19. ylizyiln
- sonlarmmda yazdigi makalelerinde,
ve Sonsuz kiimeleri matematiksel ciddiyetle in-
celeyen ik kigidir.” Cesitli sonsuzluklar: birbir-

leriyle kargilagtirmig ve sonsuz biyikliklerin de -

kendi aralarinda bir aritmetigi oldugunu fark-
etmigtir. - Sonsuzluklarla ilgilenen okurlara bu
derginin daha Gnceki bir sayisindaki (cilt:2, say1:5,
sayfa:1-9) bir yaziy1 Sneriyoruz.

Bu - yazida  inceleyecegimiz - kiimeleri
. Cantor, . konuya oldukga ilgisiz gibi gdriinen
trigonometrik serilerle ilgili bir problemi ¢ozmek
“igin bulmugtur. Bu kilmelerin insanin sezgisine
- gok aykirr gelen &zellikleri vardir. Bundan dolay1

daha cok; ilk bakigta dogru gibi goriinen bazi

iddialarin yanhghgin gostermede ornek olarak
kullanihirlar.

A Cantor’un ﬁgte Birlik Kimesi

Once en basit haliyle bir Cantor kiimesinin
nasil inga edildigini gorecegiz. Reel sayilardaki
[0,1] kapah arahgni Cy ile gésterelim. Cj bizim
evrensel kiimemiz olacak ve buitun islemleri onun
icinde yapacagiz. Cp’in tam ortasindaki ugte bir-
lik kisim olan “
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agik aralifin gikartalim. -~ Geriye uzunluklan 5

olan iki kapal arahk kalir:

1 2
Il,l = [0, ‘3"] ve 11,2 = [5,1]
Bunlarin ikisine birden ¢y diyelim; yani C =
B Ul po o Kimemizin ingasmin: ik adimim

boylece tamamladik.
L Simdi, Ly ove I; g den, ortalanindaki ligte
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sonsuzlugu’

birlik agik araliklardan meydana gelen
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kiimesini atalim. Geriye kalan Cy kiimesi uzun-

luklar: & olan dért kapah araliktan olu§u§:

Cy =1 Ulp Ul s Ul y
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Yukarnda Vi = Jis de diyebiliriz.
agamada ise atilanlar
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kiimeleridir.
Genel olarak n’neci” asamada atilan acgik
araliklar 2"~! tanedir ve :
R gn—1 .
Vo = Jn,l Uy Jnyz'n—l = U Jn,k
- . k=1
ile gosterilirler. Kalan kapali-araliklar ise 2"
tanedir ve
gn
Cn = n,1 VRS UIn,?" = U ]n,k
k=1



ile gosterilirler.  V,, ve C),’yl meydana getiren
her bir parganin uzunlugu 3—1,; ’dir ve bu pargalar
birbirlerinden ayriktir. Ilk bir ka¢ agamada elde
©edilenler Sekil 1’de gorilityor.
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Okuyucuya diigen gérev, burada ve agagida
sozil edilen biitin kiimeleri gekilde bulmak ve

verilen egitlikleri kontrol etmektir. Bu kiimeler
arasindaki bazi bagmtilar yazalim:
VhUCp=Cphoq (n=1,2,3,..))

bize bir - 6nceki agsamadaki  C,_; kiimesinin
atilan (V;,) ve kalan (C,) kisimlardan meydana
geldigini soyler.

0,1]=CoDC1DC;DC3D ---

ise bize n’nci agamada kalan kisimlarm, bir
onceki agamada kalan kisimlarm  bir pargas
oldugunu  Dbelirtir. Dikkatli okurlar, n =
1,2,3,...ve k=1,2,...,2 1 icin

Lnok-1Udn i Ulnor = Inc1 g

esitliginin de dogru oldugunu da gdrmiislerdir.
Bu  egitlik, "atilan ve kalan parcalarin daha
ayrintili bir hesabini tutar. Bir diger nokta da, n
arttikga V;, kiimelerinin [0, 1] araliginin daha faz-
la kisrum kapladiklar, C,, kiimelerinin de daha
fazla kogeye sikigtigadar.

Artik atma iglemini elimize gegen her ka-
pah arabk i¢in yapip, bu siireci hi¢ bir sinir
tanimadan devam ettirelim; yani n’yi sonsuza
gonderelim. O zaman iki yeni kiimemiz daha olur:

V={JVa=Wulu-
‘n=1
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ve

C=()Cu=CinCin---.
n=1

V' atilan kiimelerin hepsidir; C de elimizde kalan
kisimlardir. Tamim geregi,

Vuc =10,1] ve — VnC=0 - (1)

oldugu agiktir.

Tamim. C’ye Cantor kiimesi adi verilir.

Ozellik K1. Cantor kiimesi,  [0,1] - kapali
aralifinin bir alt kiimesidir.

Ik bakista C’de bir gey kalmamsg gibi
gorinse de, C' bog klime degildir; ornegin 0 ve
1 noktalar: C’dedir; yani V' # [0,1]. Hatta,
I, kapal araliklarmin her birinin ugnoktalarr,
hep ortadan attigmmz i¢in, C’dedir. Ama sonsuz
sayida I, ; araligi vardir.

Ozellik K2. Cantor kiimesi sonsuz sayrda nokta
igerir.

Akla  gelebilecek = bir soru, C’de
u¢noktalardan bagka noktalar da olup - ol-
madigidir. Bu sorunun cevabim B kisminda K7
ozelliginde verecegiz.

Acik kiime diye agik araliklarin sonlu veya
sonsuz 'bilegimlerine diyoruz. Acik kiimelerin
tumleyenlerine de kapali kiimeler denir. C,
kiimelerinin her biri kapalidir, ¢linkii sonlu sayida
kapal arahigin bilesimidir. V, kiimelerinin’ her
biri agiktir, ciinkii agik kiimelerin bilesimidir. V
ise agik kiimelerin bilegimi oldugundan agiktir.
C kapal kiimelerin kesigimidir; dolayisiyla ka-
pahdir. Bunu gérmenin bir bagka yolu da, (1)
denklemlerini kullanmaktir. :

Ozellik K3. Cantor kiimesi kapah bir kiimedir.

Biraz da elde ettigimiz kiimelerin uzunluk-
larmnt hesaplayahm. A kiimesinin uzunlugunu
m(A) ile gosterelim. Daha once de soyledigimiz
gibi, 1<k <2 ve 1 <1< 271 igin,

i
m(In’k) = m(Jn1‘) = E;

dogrudur. - Bu kiimeler ayrik oldugundan, C,
ve Vp’nin uzunluklan kendilerini meydana ge-
tiren egit uzunluktaki arahklarm uzunluklarmn
toplamlaridir. Hesaplarsak,

on 2n—l
m(Cn) = g; ve . m(Vn) = '3;—
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* buluruz. - V,,’ler de birbirlerinden ayrik olduk-
- larindan,
m(V) = m(V1) + m(Va) + m(Vs) + - -
_ly2 o4 g2
3921 S e

yazariz. Elde ettigimiz bu toplam bir sonsuz ge-

ometrik seridir; ilk terimi a = % ve ortak carpani
ro= 2'tir. |%4| < 1 oldugundan, bu toplam
agagidaki sekilde hesaplayabiliriz:
‘ 1
a 1
m( ) l—r 1- %

Sonra da m([0,1]) = 1 ve (1)i kullanarak
m(C) = 0 oldugunu goruriz.

Ozellik  K4. Cantor
sifirdir.

kiimesinin ~ uzunlugu

Simdi & < B ve (@, 8) C [0,1] olmak iizere
-bir agik arahk alalm. 31,; < f— « olacak sgekilde
biiyitk bir-n bulabiliriz. O zaman (o, 8) aralg,
I, aralhklarindan daha uzun olur ve onlarm hig
birinin i¢inde olmaz. Béyle bir arahgmn C’de ol-
masina imkan yoktur.

Ozellik K5. Cantor kiimesi hi¢ bir acik aralik
icermez.

B. Ug Tabamna Gore Yazilim

[0,1] aralifindaki her z -sayist 10 ta-
baninda, yani her zaman kullandigimiz say1 sis-
teminde, 0.zizyzs -- - seklinde yazlabilir., Bu-
rada x;, "lerin her biri 0,1,...,8,9 rakamlarindan
biridir: - z; onda birler, z, yizde birler, z3 binde
birler;

0
j : Ln

w:0.1?1$2$3~“: W
n=1

seklinde de yazabiliriz. z,, 'ler bir noktadan sonra
hep 0 da olabilir, % = 0.5625000--- = 0.5625
orneginde oldugu gibi. 1 i¢in 0.999--- acihmm
kullamiriz. Bu konuda ¢ok daha fazla bilgi, bu
dergide daha énce ¢ikan bir yazidan (cilt:1, say1:2,
sayfa:2-5) elde edilebilir.

o Aynitip bir agihmi, z,, ler igin yalniz 0, 1
ve 2 rakamlanm kullanarak, 3 tabanma gore de
yapabiliriz. O zaman

o0
Ly
x:O‘sxlxgx&.‘:i T
| n=1"

... basamagim gosterdiginden, bu agihrm

“olur. z; tcte birler, z4 dokuzda birler, z3 yirmi

yedide birler, ... basamagidir. Bazi sayilar igin
bu cinsten biri sonlu, digeri sonsuz iki agihm
vardir; Ornegin % = 0,1 = 0,0222.-- ve
% = 0,2 = 0,111 ---. Bu belirsizligi ortadan
kaldirmak i¢in, #’in sonlu agithminin son rakam
2 ise sonlu acgihmu, degilse sonsuz ag¢ihmi ter-
cih edecegiz; yani % = 0.,0222--- ve % = 0,2
alacagiz. Ayrca 0 = 0.,0 ve. 1 = 0.,222..-
kullanacagiz. Bu kisumdaki biitin agthmlar 3 ta-
baninda olacaktir.

Iddiamuz, C, kiimesini meydana getiren
her kapali arahgmn sol ugnoktasmin aghmmm
ilk n basamafimn yalmz 0 ve 2’lerden ibaret
oldugu ve n+ 1'inci ve sonraki basamaklarin hep-
sinin 0 oldugudur. Bu iddiammz timevarm ile
ispatlayacagiz. n = 1 iken, C7 kimesindeki
iki araligmm sol ugnoktalar: 0 ve %’tiir. Onceki
paragrafta gosterildigi gibi, birinin ilk basamagt
0, digerinin 2’dir; ve sonraki basamaklar: 0’dir.
Béylece tiimevarmmm ilk adimini bitirdik.

Ikinci olarak, C, kiimesi hakkmdaki id-
diamizdan, Cpr41 kiimesi hakkindaki iddiamizin
dogrulugunu elde edelim. C,, ’nin bilegimindeki
araliklardan biri [a,b] = [0.,a1a2++,0.,b1by -]
ise, aj,...,ap’nin 0 ve 2lerden meydana
geldigini ve 0 = ap41 = dppz = --- oldugunu
kabul ediyoruz. Cpy1’in araliklarindan bin
[e,d] = [0.,c1c0--,0.,dydy--"] ise, yukaridaki
[a,b] gibi bir araligin orta kismuimn atilmasiyla
ortaya ¢ikar. Eger [c, d] sol tarafta kalan kisimsa,
¢ = a’dir. O zaman da yukaridaki kabul geregi,
€1,...,¢np1in O ve 2lerden olugtugu (ozellikle
Cnpr = 0) ve 0 = cpgp1 = Cpga = -+ oldugu
gorillir.  Eger [c,d] sag tarafta kalan kisimsa,
n-+1’inci adimda atilan ve kalan araliklarm uzun-

Tuklart 54 oldugundan dolayy, ¢ = a+ 54 dir.

Fakat gﬁ—l =0.,0---02°dir ve 2 rakam n+1’inci
basamaktadir. Yani, hem a’nin, hem de 5%;’111
n-+2"nci ve sonraki basamaklar: hep 0°dir (ayrica
any1 = 0). Buda chpr = 2 ve 0 = cpye =
43 = -~ - verir. Bdylece tiimevarim sona erdi ve
iddiamzin dogrulugunu ispatladik.

Bu sonucu goyle kullanacagiz:
C,’nin . aralklarindan  birine  [a,b] =
[0.,a1+-an,0.,01bs -] dersek, a hakkinda id-

diamiz gecerlidir ve b = a + %’dir. Fakat
51; = 0.,0---0222" - yazldiginda, 2’lerden

énce tam m tane 0 vardir. O zaman da b =
0501 ... ap +0.,0...0222 - - = 0. a1 - -ap222- -

olur. 2 = bpp1 = bypo = -+ oldugu da



buradan ¢ikan bir bagka sonuctur. - Kelime-
lerle tekrarlarsak; [a,b] arahgmda -a’dan b’ye
giderken degisiklik sadece n + 1’inci ve sonraki
basamaklarda olmaktadir. ~ Bagka bir deyisle,
z = 0,729+ € [a,b] ise, 21 = aj,

Zn = ap’dir. - Buradan cikaracagimiz sonug,
C,;’de aliman her hangi bir z noktasimn 3 ta-
banina-gore agihminda ilk n- basamagin 0 ve
2’lerden olugtugudur.

n’nci adimda atilan her agik araligi (b, b+

3%) seklinde yazabiliriz. b = 0.;a; ap222 -

acihiminda son 0 rakami k’nci basamakta olsun;
yani ap. = 0 Ve Gpgpp = = ap = 2 ok
sun. Elimizdeki araliktaki her hangi bir noktayi
t = 0.,tyty - ile gosterirsek, ¥ = 1 olur, ¢inkd
artik . k’nci- basamak degismek zorundadir ve
ayrica araligim uzunlugu, yukarida da gosterildigi
gibi, sadece n + 1’inci ve sonraki basamaklarda
degisiklige izin vermektedir. Ornegin, n = 1 iken,
(é, g) te ahnan her ¢ saywsmn agihmi-0,1---
ile baslamak zorundadir. 0.,1222.-. oldugunda
bunu 0.,2 diye yazar ve [%, 1] ‘e girmig oluruz.
Cantor . kiimesinde -alacagmmiz bir z =

O:;,z129 -+ noktast biitin. Cy’lerin iginde ola-
caktir. “Bu da bize n = 1,2,... i¢in ¢, = 0
veya z, = 2 oldugunu. soyler. Eger ¢ ¢ C

ise,  t bir agamada atilan acik araliklarm birinde
olacagindan, ¢’nin agihminda mutlaka 1 vardir.
Simdi bu ifadeleri birlestirelim:

Ozellik K6. Cantor kiimesi tam tamma [0,1]

araligindaki, 3 tabanmna goére agihmlarinda yalniz

0-ve 2 rakamlar: bulunan sayilardan olusur.

Bu sonucu kullanarak, Cantor kiimesinde

I . arahklarinin - u¢noktalarmdan bagka ele-

man. bulunup. bulunmadigini gorebiliriz.  Bu

ucnoktalarin' her biri & ve m negatif ol-

~mayan birer tamsayi olmak lizere, BﬁL seklinde

yazilabilir. ‘11 ’{in ise boyle yaZIIamayacagl agiktir.
Fakat, :

z S5 = 0-,020202 -
aglhmm&aﬂ goriilecegn  gibi,. % Cantor
kiimesindendir. Geometrik-seri, toplamlarim kul-
lanarak, C’de bu cinsten ‘diger sayilar’ bulmay:
okuyuculara birakiyoruz..

6zellik K7. Cantor kiimesinde I, kapal
arahklarinin ‘'ugnoktalarindan baska noktalar da
vardir.

Bu ugnoktalar gené de C'’nin -6nemli: ele-
manlaridir. Verilen bir n i¢in; k # [ ise; In); ve

I, ; birbirlerinden ayrik oldugundan, x € C' ise,
z-bu tip yalmz bir tek araliktadir.. Diyelitn ki
z € [an,b,]. Cantor kiimesinin elde edilisinden,
n arttikea, a, lerin arttigmi ve by, "lerin azaldigin
anlarz. Ustelik,

nlLII;O m([an» n ) - T}E??;( - an) = nli{lgo 37 =0
oldugundan,

= hm a, = lim b,
sonucunu - elde ‘ederiz. Bu.yontemi kullanarak,
='e vakinsayan dizilerin

£

{ai g, 3. 04, ... }: ‘

0202, ...}

{0., 0.,02, 0.,0202, 0.,02

ve

{b},bz, bg,k.’ : } =
. 0..020222- -0 0.0

{0.,0222 }
oldugunu goriiriiz. = ugnoktalardan biri degilse;
hi

ay lerin ve b, lerin hig birl z’e esit degildir.

Ozellik X8. Cantor kiimesinin her elemant, I, 1
kapali araliklarinin u¢noktalarindan olugan, biri
artan, digeri azalan iki tekdiize dizinin limitidir.

Kapali ve her noktasi, diger noktalarinin
bir limiti olarak elde edilebilen kumelere yetkin
(veya mikemmel) kiimeler “denir.. ~ Yetkin- b
kiimenin hi¢ bir noktas: digerlerinden yahtik ola-
maz. Diger bir deyigle, boyle bir kiimenin: her
noktasmin her komsulugunda gene bu kiimeden
sonsuz goklukta ncokta vardir. Hatirlanacagr gibi
C de kapali bir kiimedir.

Ozellik K9. Cantor kiimesi yetkin bir kiimedir.

Okuyucuyu:(ve de yazari) timevarim is-
patlariyla daha fazla sitkmamak i¢in' agagidaki

ozelligi ifade etmekle yetinecegiz.

Ozellik K10. z € C ise,
olur, Ayrica, y € V ise,
olur. - Hatta, y € Jn,k 1se

2+¢ € Jnt12nqe de dogfudur.

—ere—+ eC
Vve——i—EEV
%Ejn+1,k ve

Bu kis C nin cok sagirtici bir ozelhglyle

 kapatahm. Once bir tanim:

.

C'—I-C':{x—{-y::cEC,’éEC}.‘

18
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z=1r+y € C+C ise, z’nn [0,2] arahginda
olacagi agiktir. Ama z hangi noktalara eri§ebilir?

vazdigimizda, z,, ve y, yalmz 0 ve 2 degerlerini
alirlar; dolayisiyla, z, + y, ya 0’dir, ya 2°dir, ya
da 4’tur. xn + yn = 22, dersek, z,, 0, 1 veya 2
olmalidir. O halde

+yn

>

n=1

g

agiliminda [0, 1] araligindaki her hangi bir say1
gikabilir. Dolayisiyla

k[0,2] araligindaki her hangi bir sayi olabilir.

Baska bir deyigle, Cantor kiimesi [0, 1] arahgina
-son derece seyrek dagilrms bir kiime olmasina ve

w‘w
c»:»[gg

hi¢ bir aralik igermemesine Tagmen, iki tanesinin

kume toplarm bir arahk edebilmektedir.

Ozellik K11. C+C = [0,2].

C. Cantor Kiimesinde Ka¢ Nokta Vardir?

B kisminin baginda 10 ve 3 tabam icin
yaptigimzl gimdi-de 2 tabanmda yapalim. [0, 1]
araliginda aldigimiz bir z sayisiny, bilgisayarlarn
. yaptig1 gibi, .z, "ler i¢in yalmizca 0 ve 1 degerlerini
kullanarak,

g oo”
n
ooz =0. xlxgxg = E —2-—-

seklinde yagzabiliriz.  Gene baz1 sayilarin iki
agihmi vardir; 1 = 0,1 = 0.,0111--- gibi. 1 =
0,111 - - sayisinin birinci cinsten agihmi yoktur.

“07 da ilgi-alammmizdan. gkartalim.  Eger ikinci

- cinsten agilimlary: kullanmamay1 kabul edersek;
(0,1) agik arahgindaki her saymin bir tek agilim
olur. Bunun faydasi, 2 tabanina gore agilimlarda
aynr sayiyi iki kere saymamarmzdir.

Simdi Cantor. kiimesinden 0’1° ve 3 ta-
banindaki- a¢ilimlarinda bir  basamaktan sonra
hep ~2’ler olan  sonsuz = ¢okluktaki  noktalar:
glkartahm ve kalan noktalara" B kiimesi diyelim.

0 ;2 € B, fakat 1 .=:0.,222:-- ‘¢ B ve
222 ¢ B olur. :

bﬂl*—-‘(ﬁ

B’de alacagimiz her -z noktasina kargilik,
(0,1)’de bir y sayis1 bulabiliriz; bu iglemin tersini
de yapabiliriz.  Verilen bir z’in 3 tabaninda
agihmindaki 2’leri 1'lere geviririz ve yeni sayiy1 2
tabaninda okuruz; bu y olur. Ornegin, z = gg =

0.,202'in karsihg1r y = O 01 =2 $ dir. Daha agik
olarak yazarsak,
i @n
= 3n

noktasi
o

d Tn/2 T
on - on-+1

n=1 n=1

sayisina kargilik gelir. Diger yondeki gonderimde
bu iglemi tersine ceviririz. Kabulleniglerimiz
sayesinde, B’deki her elemanin 3 tabanminda ve
(0,1)’deki her noktdnmn. 2 tabaminda tek bir
agilinu oldugu. igin, her iki yondeki gonderim bire
birdir. Ik bakista (0,1)’de 0.,0111--- gibi nok-
talar elde edilmez gibi goriunse de, bunlar degigik
sekilde de, 0.,1 gibi, yazilabilirler ve B’deki 0.,2
gibi sayilardan elde edilirler. Boylece B ile (0,1)
arasmda bire bir egleme kurmug olduk.

Reel sayilar kiimesini R ile gosterelim ve
f:(0,1) = R olmak izere

2z =1
f(ﬂ?)zm

fonksiyonunu tammlayahm.

(z €(0,1))

Okurlara; f’nin

. (0,1) tzerindeki grafigini ¢izmeyi neriyoruz.

Iim f(z) =4 ile Iim f(z)= —o0
z—1 . r—0
z€(0,1) z€(0,1)

oldugundan ve f de (0,1) uzerinde strekli
oldugundan, f’nin degerleri her gercel sayiy1 alir;
yani f drtendir. Ayrica,

2% — 22+ 1 :

fl(:n) = 7;:—;[—,’_2;;— (fL‘ c (0, 1))

Paydaki polinomun kokleri karmagik sayilar
oldugundan, polinom (0, 1) lizerinde ya hep ekst,
ya da hep arty igaretlidir. f(%) = % >0
oldugundan dolay1, (0, 1) arahgmnda pay hep po-
zitif olur. Payda zaten pozitiftir. Dolayisiyla,
araligimizda f(z) > 0’dir. - Bu da  f’nin
tekdiize artan ve bunun-sonucu olarak da bire bir
oldugunu verir. - Ozetlersek, f fonksiyonu (0, 1)
ile R arasinda bire bir eglemedir.

Boylece B ile R arasinda bire bir egleme
kurabilecegimizi gosterdik: Bu, her ikisinin ayni
coklukta elemani oldugu anlamna gelir. Cantor
kimesi B’den biiyuktir; fakat R’nin i¢indedir.
Sonug olarak, C' ile R’nin aym goklukta eleman
icerdigini anlariz:

[19]



‘e, reel sayilarda
ak coklukta nokta

sue'in Tekil Fonksiyohu‘_

sini baglatan Fransiz matematikeisidir,
vayimladigi doktora tezinde. o z

a iglemi altida daha ivi dawr
le “getirmigtir. - Bugiin de
sob kullandigimiz integral, Te
~Bu ksimda tamimlayacagim
- kiimesi lizerinde ilging dzellik
‘sonsuz sayida tekil noktas:

Cantor - kiimesini ins

agik arahklara degisik isi
Her. agsamanm sonund
{daha  onceki asamalar
araliklara. L, diyecegi
2" — 1 degerlerini ahr. Orns . Le
Loy =1, Lap=J11 Los=Jos, Lz =
Lsz = Jo1, Laz = Jao, Laa = Jig, Lgs =
Jas, Ly = Jag, Laz = Jaa, Boylece
““her arahgin L, 3 ler cinsinden birden fazla ismi
colurs 2 J, 5 lerin oldugu gibi, Ly, i lerin de hep-
- sinin bilegimi V. kiimesidir:

00 2%
v=1_J ( U Ln,k)
n=1 k:}

Artik - fonksiyonumuzu V. iizerinde

tanimlayabiliriz:

F(:E) = ;7% =Cnk ) (37 € Ln,k) (2)

bul Fyi her © L, ‘arah fizerinde
yapar. -Aslinda ‘F her asamada, daha
i agamalarda atilan-arahklar iizerinde tekrar
anmaktadir; ama. bu  6nceki- tamimlar
meyecek gekildedir, ¢iinki, I < k< 271
L2k = Ln,k V€ Cpn1,2k = Cnk "dir. F'nin
geregi V' iizerinde artan bir fonksiyon
kolayca gorilir; yani ¢ < y ise F(z) <
wAyrica, F(0) = 0 ve F(1) = 1 diyelim;
her 2 € Voigin, 0 < F(z) < 1 saglanir.
“F'nin grafiginin bir kisrm gosteriyor.

i Lebesgue (1875-1941); modern in- ’
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€ Ln_1r ve y € Ly ise,
kok—=1 1
on o o T oom ‘
olur. Lp ;-1 ve Ly i arahklar arasinda uzunlugu
3—1,; olan: I, ;- kapali araligi vardir.  Bu' yiizden,
ryeVvey—r< :;; ise, z ve y artik n+41’inci-
ve daha sonraki agamalardaki a¢ik araliklardadir:
F’nin artan olma 6zelliginden

Fly) - F(2) < 5

elde ederiz. Bu son esitsizlikten, z ve y’nin
birbirlerine yaklagtiklarinda, F(z) ve F(y)’nin
de birbirlerine yaklagtiklar sonucu ¢ikar.- Bu da
F’nin V tzerinde siirekli oldugunu sdyler. :
Biz F fonksiyonunu, artan  olma ve
sureklilik ozelliklerini - bozmadan, biitin [0,1]
araligi iizerinde tamimlamak istiyoruz.  Bunun
igin Fyi C' tizerinde uygun bigimde tanimlamak
yeter.  Once I,y araliklarimin -ugnoktalariida,
bitisik olduklar1 L, k-1 ve L, deki degerleri

Fly) = F(z) =

alacak gekilde tanimlayalim F’yi. Eger Ingp ="
[a, ] ise, ' ; :
k=1 : k ;

Fla)= ve- L F(b)y=— "(3)

m o o
olsun. z € C' bir ucnokta degilse, K8 ézelligini -
kullanarak, = ’e yakisayan tekdiize {a,} ve {b,}
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dizilerini buluruz. F artan oldugundan, {F an)}

ve {F(b )} dizileri de tekdiizedir.  Ustelik
F’nin degerleri alttan 0 ve iistten 1 ile sinirh
oldugundan, bu son iki dizinin limitleri vardir.
Limitlere sirasiyla ¢ ve d diyelim.

dee= Jlim (F(ba) — F(an))

k=1
= lim (41?——————): Iim i:O

n-—o00 \ 27 on AL

~bize ¢ = d verir ve 0 < ¢ < 1. z’e yakmsayan

her dizi, {a,} ve {b,} dizileri arasinda kalmak
zorundadir. Boyle bir dizinin F altindaki
goruntisi de ¢’ye yakinsar. Artik F(z) = ¢ diye
tanimlayabiliriz. Boylece F' butiin [0,1] arahg
~uzerinde tamimlanmig olur. Béyle bir tanmmn
F’nin artanhgini koruyacag agiktir.

 Ozellik F1. F : [0,1] —
fonksiyondur.

[0,1] “artan bir

Eger elimizde bir.g fonksiyonu-varsa ve

lim z, =z
n—0o0

olan her {z,} dizisi icin
lim g(z.) = g(2)

esitligi saglaniyorsa, g fonksiyonu ¢ noktasinda
surekli olur. Yukanidaki F, V iizerinde
sirekliydi. C tzerindeki tammin: da siirekli ola-
cak gekilde yaptik.

Ozellik F2. F
fonksi yon dur.

F0) = 0 ve F(1) = 1 oldugunu
hatirlayalim.  F’nin siirekli olmasini Ara Deger

Teoremi ile birlegtirirsek, F’nin 0 ile 1 arasinda
her degeri aldigimi goriiriiz.

(0, 1]

[0,1] — [0,1] stirekli bir

Ozellik F3. F

— [0,1] orten  bir
" fonksiyondur. :

Simdi’ bu fonksiyonun Cantor = kiimesi
uzerinde aldig1 degerlere biraz daha yakidan géz
atahm. z = 0.,zi2z5--- € C alahm ve K6
ozelligini hatirlayalim. Gdstermek istedigimiz

re=r(LH) =Sk o

=1
Cegithigidir. 2 = 0 ve z = 1de yapacak bir gey
yoktur. K8 Gzelliginden ve F’nin C tizerindeki

tanimindan dolayi, bu esitligin dogru oldugunu
sadece I, 1, 'lerin u¢noktalarinda gostermek yeter.

Bir kez daha timevarim kullanacagiz. n =
1 halinde, (3)’ten F(3) = £ ve F(%) = £dir.
Aym zamanda, geometrik dizi toplam formiilit
sayesinde,

#(3)-r(35) - =iy =i

=2

ve

olur. (4)in, n’nci agsamadaki biitin ka-
palt araliklarin ugnoktalar: igin dogru oldugunu
varsayahm. Bunlardan biri I, ; = [a,b] ol
sun. Ugnoktalarin 3 tabanindaki aghmlarmm
nasil oldugunu B kistmndan hatirlayahm. (2)’den
ve varsayirmimizdan

" a ~ @ k-1
! ! -
Fa=r(Y o) =3 b2t
=1 =1
n + Ulinci agamada [a,d]’nin  ortasmdan

Lpt1,25—1 = (¢,d) arahgm atariz.

2 1 > 2
d:a—{—?{ ve 'C:a+§;:a+2§7

l=n+2
oldugundan, 0.,d; ---dpdpy; = 0,01 --a,2 ve
0.,¢1 - CCpngitngz - = 0,87 ---a,022- - olur.
(3) ise F(c) = F(d) = 2k} verir. Fakat

n41 n
d( aj 2 1
; 2 Iz_; g1t gers = PO+ 50
k=11 2%-1

m + 2n+1 = 2n+1 :F(d)
ve
hnd C - a > 89
1 i
Z (S 1T Z 91+1
=1 =1 l=n+2
o0 1
2 k—l PE )
=F@)+ ) oy = o
l=n+2
2k =1
= 2n+1 F(C),

(4)’iin dogrulugunu ispatlar.

[21]



bk F4. z = 0,212 «+- Cantor kiimesinde
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gn+1°

n=1

F(z)=

F'nin sagladigi bazi denklikleri gorelim
simdi de. z € C ise

g+£—2+lix"—2 Tn
3373 3n:’1n“3+;3n+l
:g_f_ﬁ_;_iz__;., ——Oof In
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n=0
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n=0 2“4’1
2 e
- §+Z ont1 —1=F(z)
n=1

ozdegliklerini elde ederiz.
t € J,p CV ise, K10 Szelligini ve (2)yi
kullanarak,

z k : k
2r (5) =2(30) = 3o =

2z 2 +k
2 — el = —— ] —
F(3+3) 1 2( 2n+1) L

ve

_ 24k 2
Toon on

oldugunu goririiz.

gibi 0 < 2,

 KAPTANOGLU

Ozellik F5. Lebesgue fonksiyonu, z € [0,1]

» icin, agagidaki denklikleri saglar:

QF(g—):F(x) ve 2F<§ ;) ~1=F(z).

Bunlar gibi, bir fonksiyonun bazi nokta—
lardaki degerlerini bagka noktalardaki degerleri
cinsinden veren denklemlere fonksiyonel denklem-
ler denir. Biu konuda bir yaz bu dergide daha

- once (cilt:2, sayr4, sayfa:22-25) ¢ikmista. Simdi

okuyuculara (ve de o yazimn yazarina) bir kag so-
rumuz var: F5 Szelligindeki denkiemleri saglayan -
baz ozelliklerine sahip  F"’den bagka
imabilic w7 F nin ba§ka hangi

bir par¢a diginda, F'’nin ttrevi F'(z) = 0 olur.

Béyle fonksiyonlara tekil fonksiyon diyoruz. Bu .

bize F nin yalmz C iizerinde arttigini soyler:
= 0 nedeniyle, fo F'(z)dz integralini,
V7 iizerinde integral alarak hesaplayablh- -
ii Lebesgue integrali kullanarak. k

jf F"{x}dz:/ 0dz
JYV 14
—0-m(V)=0-1=0<1
=1-0=F(1)=F(0).

Bu esitsizlik, klasik

b |
/ ¢ (@) dz = g(b) - g(a)

_ teoremine aykiri gibi goriintr. Fakat bu teorem,

g’nin (a,b) araligmin her noktasinda (hemen
her yerde olmas: yetmez) turevli olmasini gerek-
tirdiginden, celigki yoktur.

E. Genél Cantor Kumeleri

Yazimizin bashginda birden: fazla. Cantor:
kimesindan bahsetmisitk. - Son olarak, Cantor
kiimnelerinin genel olarak nasil elde edilebilecegine
kisaca deginelim. Gene [0, 1]’de kapali araliklarin
tam ortasmdan parcalar atariz; fakat-kalan T, »
kapali. araliklarinin uzunluklarn 51,7 yerine - t;
< tp_y esgitsizliklerini saglayan
sayllardan seceriz; o zaman atilan J,,;  agk
araliklarmin uzunlularn- r, = ¢,217 =2, olur.

[22]

S0 cozumiun

dzerinde hemen her yerde, yani uzunlugu 0 olan




