(")rneéin, Il,l = [O,tl], .11’2 = [1 - tl: 1] ve
Jir=(t1,1=11);5 Toa = [0,13], To)3 = [t1—t2,14],
12’3 = [1 —t1,1 —t1 + tg],, 12,4 = [1 — 19, 1] ve
Jor = (tastr — 1), Jogz = (L =t1+ 15,1 — t3);
oGy €4V, ve Vonin de tamimlar: ayni kalir.

Uzunluklar: 6nceki gibi hesaplanz; (Cy,) =
2"t ve m(Vy,) = 2" 1r, buluruz. O zaman

m(C) = lim 2"¢,
N~ 0Q

ve

‘m(V)‘: lim 2" tr, =1 —=m(C)

n—00

olur; yukarida ¢, ’ler izerine koydugumuz sarttan
dolayr bu limitler vardir. Tabii artik m(C) = 0
olmast gerekmez. Hatta, bir 0 < s < 1 alip,

-8 1—s
tn

Tt

secerek m(C) = s olmasini saglayabfliriz.

Ozellik K13. Genel bir Cantor kimesi, basit
Cantor kimesinin K1, K2, K3, K7, K9, K11
ve K12 ozelliklerini paylasir. Ayrica uzunlugu 0
ile 1 arasindaki her hangi bir degeri alabilir.

F. Kaynakca

Bu yazmda anlattiklarimmz, - - genellikle
universitelerin matematik bolimlerinde 4. smifta
veya yuksek lisansta okunan ve Lebesgue integra-
li kullanan Reel Analiz derslerinin konusudur. Bu
konuda daha fazla bilgi edinmek isteyenler boyle
bir ders kitabina bagvurabilirler. Biz, Ingilizce
olmalarina ragmen, nispeten daha fazla bilgi
veren 3 tanesini Onerecegiz. Asagidaki kitap-
larin ilki, genel Cantor kiimeleri igin, tglinciisii
ise, Lebesgue tekil fonksiyonun degigik bir tanim
i¢in faydahdir.

K. R. Stromberg, An Introduction to Classical
Real Analysis, Wadsworth, Belmont, 1981.

I. P. Natanson, Theory of Functions of - Real
Variable, Frederick Ungar, New York, 1955.

'VV. Rudin; ~ Real and  Complex Analysis,
McGraw-Hill; New York, 1974.

BILGISAYARLAR NASIL TOPLAMA YAPAR?

George C. Bush*

(eviren: Huseyin Dursun

12 veya 17 gibi bir rakamla ne demek
istedigimizi bir bilgisayar nasil anlayabilir? Bun-
larr nasil toplayabilir veya kendi aralarindaki ba-
sit aritmetik iglemleri nasil yapabilir? Sayilarin

0,1,2,...,9 rakamlarimin. kombinasyonlar ile
gosterilmesi- hepimiz tarafindan - bilinmektedir.
Bunun diginda. bir yontem 6nerilmesi veya mev-
" cut yontemin detaylarinin diigiinulmesi ilging ola-
caktir. 325 sayisi ile ne kastedildigi asagidaki
gekilde aciklanabilir.

300420 +5
3(10)? + 2(10%) + 5(10°)

325 =

Bu iglemde 10 saywsmin  secilmesi . sayma
iglemlerinde  kullandigumz 10" parmagimizdan

*ODTU Matematik Béliimii misafir Sgretim {yesi

kaynaklaniyor olabilir. Fakat bu iglem icin 10
diginda bir say1 da kullanilabilirdi. Fakat 10°dan
daha biiylik bir say1 kullanilmast yeni semboller
kegfetmenizi zorunlu kilacaktir. 10’dan. daha
kiigiik bir taban secildiginde yukaridaki belirtilen
rakam kiimesinden istedigimiz kismmi kullanabi-
liriz.

Aritmetik iglemlerde 10 tabanimm kul-
lanilmasi higbirimize ters gelmemektedir. Fakat
sayilarin bilgisayarlarda bu gekilde gosterilmesi
miumkin olmamaktadir.  Hemen hemen tim

“elektronik aletler ve bilgisayarlar kapal ve agk

anlamina gelen 2 konumla hareket . etmekte-
Bu iki konum 0 ve 1 rakamlaryla
Ikilik sistem olarak - bilinen

dirler.
gosterilmektedir.



bu say1 sistemindeki bir sayr 110101 seklinde
gosterilebilir. Bu saymin degeri 1Q’luk sistem icin
yukarida uygulanan metodla bulunabilir.

110101 = - 1(2°) 4+ 1(2*) +0(2%) + 1(2%)

+0(2') + 1(2%)

= 32+4164+0+4+0+1
=53

Asagida ikilik sistemde ‘verilen sayilarin
10°luk sistemdeki karsihklarimi bulunuz. +

1000,1101,1100011,11110000.

Kagit ve kalemle yapilan hesaplamalarda
saylarm buytuklugi, diger bir deyigle basamak
sayllarnin fazlalig: korkutucu bir durum degildir.
Sabirliysaniz ve yeterince kagidiniz varsa toplama
yaptiginz sayilarin basamak adedi igin ”sadece 5
basamaga kadar olan sayilar toplayabiliyorum”
gibi bir bahane one siirmezsiniz. Fakat, bil-
gisayarlarda her tamsay1 i¢in dnceden belirlenmis
hafiza alanini agamazsimz. Ornegin, kigisel bir
bilgisayarda tamsayilar i¢in genellikle 16 bitlik
(0larm ve 1’lerin sayisi) bir alan ayrilmstir.
Sadece pozitif sayilarla ilgileniyorsak

0000000000000000 = 019

ile ‘
1111111111111111 = 655361,
arasidaki sayilan kullanabiliriz. Bundan sonraki
verilen orneklerde kolaylik agisindan sadece 4 bit
kullanacagiz.

Bilgisayar 0101 ve 0001 gibi ikilik sis-
temde verilmig iki sayiy1 nasil toplar? Cok
biyiik bir toplama tablosunun onceden yiiklenip
her toplama isleminde bu tablonun kullanilmas:
tahmin edebileceginiz gibi etkili denilemeyecek
bir - yondendir.  0’larla 1’leri elektronik an-
lamlariyla” bagdagtirarak kendi yaptigimiz gibi
sagdan baglayip sola dogru hareket ederek

toplama yaptirmak daha etkili olacaktir. Bilgisa-

yar donamimindan yapmasim istedigimiz igi bir
ornekle gosterelim:

M = 0101
N = 0001
Elde = +001
Toplam = 0110
Onluk- sistemde- M = 5, N-.= 1 ve toplam

6 olmaktadir.

Bu - gekilde yapilan islemin .
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saglamasini da yapmug olduk. - Birkag Ornekle
daha pekistirecek olursak:

0100

2 — 0010 4 — ‘
+3 —4 0011 +1 — 40001
5 — 0101—5 0101 — 5 — ~
6 — 0110
+1 —4 0001
0111 —7 7

Asagidaki iglemleri de siz yapmaya ¢aligimiz.

0010 - 0100 0011
X ,011,@ 400104 0011
7 ? ?
X‘—{>o——— degil X
"degil” kapist
% X Y
veya
Y
"veya" kapisi
X
. XveY
Y-—*D‘
"ve" kapist

Sekil 1. Temel Bilgisayar Kapilar

0 ve Ulerin hafizada saklanabilmeleri igin
pek ¢ok yontem vardir. Tum bu yontemler igin
Sekil 1’de verilen ve ”kap1” olarak adlandinlan
basit elektronik yapilar kullamlmaktadir. ”degil”
kapisinin bir girdisi ve bir gktist olup sonug gir-
dinin tersidir. Diger bir deyigle girdi 0 ise 1, 1
ise 0’a dontsgturtlecektir. Bir ”ve” kapisinin 2
girdisi, 1 gktist mevcuttur. Girdilerin ikisinin. 1
olmasi durumunda ¢iktr 1 diger tiim durumlarda
ise 0 olmaktadir. Son olarak, bir ” veya” kapisinin
yine aym gekilde 2 girdisi, 1 giktisi olup, girdilerin
ikisinin 0 olmasi durumunda ¢ikt1 0, diger durum-
larda ise 1 degerini alacaktir.

Tum bu temel yapilar -~ ¢ok ucuza
uretilebilmektedir. Bu yuzden ¢ok kuguk bir bil-
gisayarin igerisinde bile bu kapilardan binlercesi
mevcuttur.

Herhangi bir aritmetik ifadede ikiden faz-
la girdi olmas1 ¢ok sik rastlanan bir durumdur.
Bu yiizden verilen temel yapilar: kullanarak daha
karmagik yapilar olugturmaliyiz. Sekil 2, 3 girdili
kapilar nasil olugturabilecegimizi gostermektedir.



EPSE:
Y =
z Y

~ 'z

Yye®

kapiss
FD-4Da
Y oo =
YA Y
Z

"veya” kapist

Sekil 2. 3 girdili kapilar
2 girdili temel kapilardan sadece 3 tanesini kulla-
narak 4-girdili ”veya” kapisini yapmaya ¢aligimiz.
5 girdili veya 6 girdili, bir "veya” kapisi
icin-kag adet 2 girdili temel kapiya ihtiyag vardir?
“Daha genel anlamda, ’k’ girdili bir ”veya” kapisi
i¢in kag temel kapiya ihtiyag vardir?

Herhangi - iki  tamsayiy1  toplarken
baglangigta verilen - orneklerde -oldugu gibi
her siitun igin - ”elde” kismunr da diginmek
zorundayiz. ~ Verilen Ornegi daha genel hale

- déniigtiirecek olursak: ‘

M =

mg3 Mo my mo
N = ns ny nq o
Elde. . = e3 e €1 €o
Toplam = = {3 to 3] to

Tahmin edebileceginiz gibi eg = 0 olacaktir.
~ Simdi 1 nolu siitunu inceleyelim. ~Toplamdaki

t1;my, ny, £ sayilarindan biri veya tamami 1

oldugunda 1, aksi taktirde 0 olacaktir.

-~ Sekil 3. Toplam basamagmm hesaplanmast

- Sekil 3te verilen kap1 kombinasyonlar: be-
lirtilen iglemi yapmaktadir. '
2. stitundaki ~elde, = ey;my,nq, 0
“sayilarindan herhangi ikisi veya ii¢ii 1 oldugu
~zaman 1, diger durumlarda 0 olacaktir. Sekil 4’te

12

verilen kap1 kombinasyonlari ise bu iglemi yap-
maktadir.

my ‘

;

my .

€y ey
e

Sekil 4.

mi,n1 ve £y degerleri i¢in mimkun
olan tiim kombinasyonlar listeleyiniz. Cikan
degerleri 3 ve 4. gekillere uygulayarak sonuglarm
dogrulugunu kontrol ediniz. .

7elde” basamagmm hesaplanmasi

Herhangi 2 tamsayiy1 toplarken bu kadar
detayr diisiinmemeliyiz. Sekil 3 ve 4’te veri-
len kapilar: bir araya getirerek ”toplayic1” adimi
verecefimiz bir ”karakutu” yapist olugturabiliriz.
Bu yapi Sekil 5’te verilmigtir.

| Lmz i“i

R

Toplayics

)

P — .

Sekil 5. Bir ”kara kutu” toplayic

?Kara kutu” kavramm ginlik hayatta bir ¢ok
uygulamada kullamldig: gibi renkle ilgili bir olgu
degildir. Bu isim, iginde yapilan iglerin gizliligini
ve bizi hicbir gekilde ilgilendirmedigini gostermek
icin kullamilmaktadir. Bizi ilgilendiren sadece
dogru gkt vermesidir.

2 adet 4 basamakl pozitif - tamsayiy:
toplayabilmek i¢in bu toplayicilardan 4 tane-

- sine ihtiyag duyulmaktadir. Bu toplayicilar Sekil

6’da verildigi gibi birbirlerine baglanacaktir. 16
basamakli sayilar arasinda iglem yapabilen bir
kisisel bilgisayarda bu toplayicilardan 16 tanesine
ihtiyac duyulmaktadir. Bu toplayicilar yaklagik
250 adet temel kapi icerecektir. ; :



M3 0y my ny my ny mg ng

) €3 -] € )

Sekil 6. 4 basamakl sayilar i¢in bir toplayici
Eger, ey eldest sifirdan farkhysa, sonucun 4
haneli bir alanda saklanabilmesi problem ya-
“ratacaktir. Bir tamsayi i¢in ne kidarlik alan
tammlanirsa tanimlansin toplamin smin agtigy
duruma ulagabiliriz. = Bu durumlarin kontrol
edilmemesi bizi hatali sonuglarla kargt karsiya
birakacaktir.

Asagida verilen toplamlari kara kutulu
toplayicilardan gecirerek hesaplaymiz.

0100 - 0110 1111
th()l g{gl_{_ 0000
? ? ?

Ikilik ~sistemde verilen - sayilan
cevirerek sonuglarimizi kontrol edebilirsiniz.
Bilgisayarlarin pozitif tamsayilan nasil
topladigimi gordiik.  Peki, gikarma iglemi nasil
yapilacak? Hafizada saklama ve negatif sayilarm
toplanmas1? Eger negatif sayilarla ilgili iglemleri
halledebilirsek ¢ikarma iglemi kolaylagacaktir.
M—N=M+(=N).
- Negatif bir saymin hafizada saklanmas igin en bi-
linen yol sol bagtaki basamagin igaret olarak kul-
laniimasidir.. Bu yontemde 0, 4+’ ve 1, -* an
lamina gelmektedir. Eger 16 bitlik bir bilgisayari
~dusgtinecek olursak

1111111111131111
O0ii111iii1111111

*—32767}0 1Ie
+3276710

i

Il

arasidaki sayilari hafizada saklayabiliriz.

Kiyaslama, iglemleri sirasinda egitlik kont-
rolit yaparken +0 ve -0 degerlerinde bir problem
 yasanacaktir.” Bu durum dikkate alinmazsa ¢ok
biiyiik hatalara yol agabilir.

Pozitif ve negatif sayilarin kombinasyonun-
dan. olugan bir aritmetik islem yaparken daha
ciddiproblemler yasanabilir. M ve N sayilarmn
toplanmasi i¢in daha karmagik kurallara ihtiyag
duyacagiz. lkisi de pozitif mi? Ikisi de negatif
mi? Tsaretleri farkli 7 Eger igaretler farkl ise

10 " tabanmna.
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hangisinin mutlak degeri daha biiyik? Giinlik
hayatta aritmetik yaparken de tim- bu kural-
lar1 uygulamaktayiz. Asagidaki érneklerden bunu
gorebilirsiniz. '

~10
+10

(+35) + (~45)
(—35) + (+45)

Il

i

Tiim bu kurallan bilgisayarda ¢aligabilir hale ge-
tirmek pek de kolay gdriinmemektedir.

Sikintih  gibi  gorinse  de;  negatif t
sayilarin gosterimiyle ilgili bilgisayarda daha iyi
cahigabilecek yontemler mevcuttur.

Ikilik sistemde kullandiginz 4 baqanml\h ;
orneklerimize tekrar = donelim. -2 sayisiil
gosterimi igin 24 — 2 = 14 sayisinn ikilik sis-
temdeki kargiligs -olan 1110t kullanacagiz. 2

saywsinn, ikilik sistemindeki kargihgmi (0010)
aldiktan sonra biutin basamaklar ”tamam-
lanacaktir”. Tamamlamanin anlanu 0’larm 1,

Plerin ise 0’a doniigtiiriilmesidir. Sonug¢ 1101 ola~
caktir. Son olarak bu saywya 1 (0001) ekleyerek
1110 sayistm elde edebilitiz. Artik, bu iglemler
i¢in kolaylikla bir donanim tasarlayabiliriz. Tim
basamaklara ’degil” kapist uygulayip 0001 sayisini
eklememiz yeterli olacaktir. Bu gosterim ”2’lik
tamamlayiais1” olarak adlandinimaktadir.

-1, -3, -4 ve -6 sayilarmin 2’lik tamamlayici
gosterimlerini bulunuz.

-2 ve -3 sayilaninin 2’lik tamamlayicilarin
toplarsak ne olur?

~2 1110
+(=3), 1101
11011

Sadece 4 basamak saklayabildigimiz : i¢in. sol. . .

bagtaki ’1’ sayist kaybolacaktir. Kalan 1011’in
anlam ne olabilir? 2’lik tamamlayiciya ben-

_zeyen bu sayl neyin 2’lik tamamlayicisi ola-

bilir? Tiim basamaklar tamamlanirsa 0100 elde
edilir.  0001’in eklenmesiyle elde edilen 0101
defert 10°luk sistemde 5 sayisina esittir. Elde
edilen 1011 sonucunun, -5 sayisiun 2’lik tamam-
layicist oldugu kolayca gorulebilmektedir. - Bu-
kazara elde edilmig bir sonug olmayip, a§ag1dak1
orneklerle kontrol edebilirsiniz.

—4 — 1100 S =20 01110
+(=1) —_ 1111 +(=5), 1011~
()1011 — =5

A TITO0

A§a§1daki iglemleri, negatif sayilarin 2'lik tamam-

28]
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layicilarm bularak yapmaya calisiniz;

-3 -3

Yontem ¢ok karmagik gibi goriinsede, iyi de-
nilebilecek bazi yonleri de meveuttur. 27lik sis-
temderi 2'lik tamamlayiciya gegis ve 2°lik tamam-

layicidan, 2°lik sisteme doniig ayni hesaplamalarla

yapimaktadir. Oyleki, bu iglemler i¢in sadece bir
donanim tasarlamak yeterli olacaktir. Her is icin
ayr1 bir donamma gerek yoktur.

Ayrica, 0 icin tek gosterim meveuttur.
Boylelikle +0,--0 karmasasi da ortadan kalka-
caktir. =40, 0000 ile gosterilmektedir. -0
ise, 0000'm 2’lik tamamlayicisinim alimp (1111),
~bir (0001) eklenmesiyle elde edilen (1)0000 ile
gosterilecektir. Sol bagtaki 1 gozardi edildiginde
ayni sonucun -elde. edildigi “goriilmektedir. 4
basamak igin

1000 = ~8;¢ ile 0111 = 471q
arasindaki sayilar saklanabilir. 16 bitlik bir kisisel

bilgisayarda ise
1000000000000000
0111111111111

i}

—32768(10) ile
+32767(10)

I

arasindaki sayilar gosterilebilmektedir.
Asil onemli- avantaj ters igarethi sayilar
arasindaki iglemlerde ortaya ¢ikacaktir. Ornegin:

K S— 0011
+(=2) — 4 1110
(1)0001

Her zamanki gibi sol bagtaki basamagi gdzard:
edersek 0001 degeri, 10’luk sistemde ise 1 degeri
- eldeedilecektir. Bu sonucun dogru olmasi yine bir
tesadif degildir. Agagidaki ornekleri inceleyiniz.

L= 0001 —4 1100
~4 - 11 )
| L 1100 +3,_o011
1101 — —3 11T — —1

5 = 0101
06 - 1010
1111 — ~1

Sonug -8 ile +7 arasimda oldugu muddet¢e dogru
cevap elde edilecektir. 16 bitlik bir kisisel bilgisa-
yarda ise tamsayilar i¢in yapilan iglemlerde sonug
—327684¢ ile 32767 arasinda oldugu siirece dogru
sonuca ulagilacaktir.

Asagidaki iglemleri, pozitif sayilar: 2’1k sis-
teme, negatif sayilari ise 2’lik tamamlayicilarina
¢evirerek yapmaya galisiniz.

-6 -3 -4
123, 0
T 77

Eger cevap verilen arahifa diigmiyorsa ckan
sonucu meveut basamak sayilan ile gostermek
mimkiin olmayacaktir.  Asagidaki ornegi in-
celeyecek olursak sonucun mumkiin olan aralig:
gectigini goreceksiniz.

4 0100
5 — 0101
+
1001

Sonucu bir saymmn 27lik tamamlayicist olarak
kabul edersek -7 sayisimi elde ederiz. Bu
tip aksamalar ”tamsayr tasmasi” olarak ad-
landirilmaktadir. Bazi programlama dilleri
bu gibi durumlarda hi¢ islem yapmadan hata.
mesaji verselerde, bazilari (Turbo Pascal’da
dahil) hi¢ bir mesaj vermeden iglemi hatali olatak
surdiirmektedirler. Eger kullandigimz program-
lama dili bu tip hatalari veremiyorsa, yaptigimz
programlarda bu olastigh da gdzéniinde bulun-
durmal ve uyar: mesaji verdirmeliyiz.



