“odik olmak  tizere)

E N T

Coziim : AR
3.93m+4 _7intl — 3.16.(2%)" - 7.(7H)"
= 48.8" — 7.49"
=41.8" — 7.(49" — 8")
=41.8" —7.41.(49""*

497 49,87 4 gn

Demek ki 3.237+4 — 727+1 dajma 41 e bSliiniir.

( Cozenler : Y. Emre Topaloglu, Ediz Tiifekcioglu,
Alparslan Ceran, Osman Nuri Okumus, Gérkemn Kuter-
dem, Hasan Kullap, Volkan Kurtag, Sefer Bag, Etem Ciliv,
Turgay ng‘un, Ruhi Tabur, Banu Yiiksel, Burhan Biner,
Omer Civelek, llyas Kiireli, Erthan Giirel, Muammer Keles,
Qetin Camci, Dursun Bulutoglu, Ismail Yilmaz, Nes-
rin Gurbiiz, Erol Gedikli, Atasagun Baysal, M. Hikmet
Beybaga, Umit Uzel, Ugur Giil. )

‘A57. Bir ABC dikiiggeninde, (A agist
[BC] dogru pargasi, B
merkezli ve |BA| yargaph cemberi E nok-
tasinda, C merkezli ve |C'A| yargaph ¢emberi
de - F noktasinda kessin, AEF ve ABC
uggenlerinin alanlarimm oranim ABC' nin ¢evrel
gember ve igteget cember yarigaplamn cinsinden
hesaplaymiz.. (Hiseyin DEMIR)

Cozim ABC nin igteget cember
yarigapmi r, c¢evrel cember yaricapini da R ile
gosterirsek, ABC dik ii¢gen oldugundan |BC| =

2R ve |CA|+|AB| - |BC| = 2r dir. ( Neden 7)

|BC| = |BE|—|EF|+|FC| = |BA|~|EF|+|AC]
oldugundan
|EF| = |CA|+ |AB| - |BC| = 2r
buradan da

A4rg 1 Aape = |EF||BCl=7r:R

elde edilir: (Bu problemin asil metninde ne yazik
“ki “BC dogru parcasy”
tabiri kullanildi. Diizeltir, dzir dilerim.)
( Cozenler : Volkan Kurtag, Turgay Uckan, Ruhi
Tabur, Salim Kahveci, Y. Emre Topalogiu, Burhan Biner,
{lyas Kireli, Erhan Giirel, Dursun Bulutoglu, Alaattin
Aktag, fsmail Yilmaz, Atasagun Baysal. )

A58, Bir ¢ ellipsi, ¢ iizerinde kalmayan
A, A’ sabit noktalan ve sirasiyla A, A’ den gecen
birbirlerine paralel, degigken k, %’ dogrular: ver-
ilsin.

Il

Nk
pNk. =

{P,Q)
{P.Q)

yerine “BC dogrusu”.

ise
AP-AQ
AP AG

oraninin k (veya k') dogrusuhun dogrultusundan
bagimsiz oldugunu gosteriniz. (Huseyin DEMIR)

Cozim : @ elipsini

denklemiyle gﬁstereiim. A, A" noktalarimin ko-
ordinatlani sirastyla (€,7), (&,7') olsun. &k
dogrusunun (yonli dogru olarak) z-ekseniyle bir
# agis1 yaptigam farzedersek bu dogru tizerindeki
genel bir noktanin koordinatlar: (£ + rcosf,n+
rsin ) seklindedir. AP, AQ miktarlari, bu ko~
ordinatlar: elipsin denkleminde yerine koyularak
elde edilen

(E+rcosf)?  (n+rsind)? i1
a? * b2 -
yani
cos?f  sin®@ {;’ cos 9 nsin’ 6
(g + = + 2 T
e n
+ 5+ e =0

denkleminin kékleri olup

£ p? | cos?@  sin 9 _
APAQ = (;2- + e 1)(.._,_a2 ~ )
dir. Bengzer gekilde
‘ AP AQ —-(~—~+77[ 1)(cos 3 sin 9)_
olvdugundan
APAQ 52 7712
g = Gt =G+ -0

olup, # dan bagimsizdir.

A59. Bir ABC iiggeninde I igteget
cemberin merkezi, H de tg yiiksekligin kesigim
noktasi(yani “ortosantr” ) olsun. AI nin IH ye
dik olmast igin cos B +cosC' = 1 olmasmin gerek
ve yeter oldugunu gosteriniz.

Coziim : ﬁggene ait

cos‘A+coSB+cosC:1+.}% *)



ozdegligini kullanacagiz. ~Bu ozdegligin dogru
oldugu su sekilde goriilebilir :

2.2 42

cosA—i-cosB'—%—cosC':é—-“—Li
2be

AA4a?—b  a?4+b—c?
e T T ke

= Zz—b_c[a(bz +c? —a?) +b(c? + a® - b?)

+¢(a® + b? — %)

[a((b+ ¢)? — ) + b((c + a)? - b?)

= 2abe
+e((a+ b)2 — ¢?) — Babc]
B a+b+c
= -3+ W[a(b—i—c—a)—l—b(c—i—a - b)
+c(a+b = ¢)]

=3+ EZ—C[——(cH—b—{» ¢)? + 4(ab + be + ca)]

- 4 3
= 3+abc[—s + s(ab + be +ca))

= =3 4

d—bg[sg ~s%(a+b+c)+ s(ab+be+ca)

—abc] + 4

g 4(s—a)(s—=b)(s—¢c)
abe

472

sabe

A4A

s abe

T
=14 —
+R

Simdi problemimize dénelim : ATH iiggeninde
< (AIH) agismn dik olmasi igin gerek ve yeter
sart

r

AH <(HAD) = |Al| = ———
yani
B-C r
2R cos A =
cos A cos ( 2 ) sin (A/2)
dir: Buradan
% = QCOSACOS(B ; C)sin(A/Q)

B-C. " B%C
) cos (1Y)

(**)

="cos A.2 cos (

= cos A(cos B + cos C)

TEZER |

elde edilir. (*) ve (**) beraberce
cos B+cos(C =1

denklemini verirler. :

( Cozenler : Ismail Yilmaz, Atasagun Baysal. }

A60. k=1,2, .- olmak iizere 3* geklinde =
hi¢bir tamsaymmin iki tamsaymin kareleri toplami
olamayacagini gosteriniz.

Coztim : Olmayana ergi yontemini kul- -
lanacagiz. 3* nin iki tamsaymm kareleri toplam:
olarak ifade edilebilecegi en kiigiik £ > 1. tam-
sayisim1 gozonune alahm. Yani 3k = 22 +‘y2 ;
geklinde z,y tamsayilar: bulunsun. Boylece k

2% +y* = 0(mod3)
tir. Buradan
2% = y? = 0(mod3)

ve
z =y = 0(mod3)

bulunur. Demek ki ¢ = 3m, y = 3n olacak

- gekilde m,n tamsayilari bulunabilir. O zaman i

da
3k — 1,2 + yz — 32(777,2 + nZ)
yani
3k——2 — mz 4+ nZ
bulunur ki bu & nin yukarda belirtilen Szellige
sahip 1 den biiyiik en kiiglik tamsayr oldugu -
varsayumiyla gelisir.
( Cozenler : Etem Ciliv, Sefer Bas, Y. Emre .

Topaloglu, lyas Kiireli, Dursun Bulutogha Ismail Yilmaz,
Atasagun Baysal, Umit Uzel. ) )

Y56, Her n=0,1,2, -+ igin 2°7+1 4 5n+2
sayisinin 27 ye bolindigini gosteriniz.
Céztim :

2°nFL 457+ = 9397 4 95.5" = 2/(2T45)" +2.5"

olup, en sagdaki ilk parantezin agilmasiyla elde
edilen ilk n terim 27 nin kati oldugundan

2t 45" = 27TA+ 2.5 + 255"
olacak gekilde bir A tamsayisi bulunabilir. Yani

25+l 4 g2 = 974 4 97 5"

~olup 25"*1 4 572 daima 27 nin bir katidir.

0]




TEZER

(. Cozenler : Ediz Tufekgioglu, - Alparslan Ceran,
Osman. Nuri Okumug, Gorkem Kuterdem, Hasan Kul-
lap; Volkan Kurtas, Sefer Bag, Etem Ciliv. Cagkan Erbag,
Turgay Ugkan, Ruhi Tabur, Banu Yiiksel, Y. Eanre
Topaloglu, Burhan Biner, Frat Aydin, Omer Civelek,
: {tyas Kiireli, Erhan Giirel, Muamier Keleg, Emre Alkan,

Cetin - Camer,Dursun Bulutoéhx, Nesrin Giwbuz, Erol

Gedikli, Atasagun Baysal, ‘M. Hikmet Beybaga, Umit
Uzel, Ugur Gill. ) ‘

W57, Bir elips tizerinde alman degigken bir

X noktasindan elipse ¢izilen normal elipsi tkinci

defa bir Y noktasinda kessin. [XV| uzunlugu X

noktasiin hangi konumlarmda en kiigiik degerini
alir 7 (Huseyin DEMIR)

Coézim : Bu ilging, ilging oldugu kadar

‘da zor bir problem. Coziimii baz hesaplan

kisaltarak sunuyorum : Sozkonusu elips a > b

olmak tzere . ,

A Th

P

denlemivle verilmis olsun. Bu suretle a elipsin

buyik yangapim, b de kigik yarigapimi temnsil

-etmektedir. Gelenefe uyarak odaklar arasmdaki

uzakhg: 2¢ ile gdsterelim ve ¢?

=1

» = a®—b? oldugunu
hatirlayalim. Bu egrinin tzerindeki herhangi bir
nokta (acosé, bsinf) seklinde yazilabilir. Boyle
bir noktadaki normalin denklemi de

z—acosf y—bsind

beosf asinf

. dir. Bu normalin elipsi ikinci defa kestigi' Y nok-
tasmin koordinatlarm: {2/, y') ile gosterirsek,

, acosBla*(a? — 2b%)sin? @ — b? cos? 0]
z

= . .9
a*sin” 8 + b%cos? @

, bsinB[b2(b* — 2a%) cos? @ — a*sin? 0]
v.= adsin® 8 + b4 cos? 0
elde edilir. Kolaylik olmak tizere
N=N(@)= a?sin? @ + b2 cos? @
D = D(0) = a*sin® 8 + btcos? 0
yazarak,
| 4a’bP N3
]XY[Z = (.23’ — x)2 - (y/ - y)z ] T

bulunur.  Simdi de bu (hi¢ bir zaman sifir ol-
mayan) miktarm -8 ya gore tirevini alahm :
d o9 [3N2AN  2N?dD
g (XY =4 | 55~ 5 ap

do dg

Demek ki bu tiirevin sifir olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart

212 2
L 407 N7 ;;BN [317“3-]\1 - sz—D}

3p _ oy

a7 g =0

olup, birkag kisaltmadan sonra
sinfcos 9[3D — 2(a® + b*)N] =0 (%)

dir. (*) denkleminin kékleri |XY| mnin yerel
olarak nerede ekstrem degerler aldigmni incele-
mekte kullamlabilir. Tabii ki 0 < 8 < #/2
arahigin1 incelemek yeter.  (*) denkleminin sol
tarafindaki ilk iki carpan 6; = 0, 62 = 7/2 ba-
sit ¢oziumlerini verecektir. Tabil ki [XY[p=g =
2a, |XY|g=rso = 2b dir. (*) denkleminin sol
tarafindaki tgilinci carpamin koku 3 1se, biraz
megakkatli hesaplar neticesinde, '

b2 a2+02

cn2
sin® bz = — ————r
62{12+b2‘

veyahut bununla tamamen egdeger olmak iizere

a?e? —b?

2
cos®ly = ———
c? g2 + b2

seklinde, dolayli olarak; bulunur. Tabii —~1 <
sinfi3 <:1 oldugundan, bu ¢oztimler ancak b < ¢
veyahut a > 5v/2 halinde miimkiindiir. En son
olarak da a > bv/2 halinde 5 {in mutlak bir min-
imum noktas: teskil ettigini gorelim : Kiigik bir
hesapla, -
3a°b

Nba) = e
ve

D(83) = 2a*H*

- ve en nihayet de

V27ab?

6= | XY |g=p, = =
| lo=05 (a2 +b2)2

olacaktir. Bu ifadenin alabilecegi en biiyiik deger
2b olup, bu da ancak a = bv/2 olmast halinde
milmkindir. Demek ki sozkonusu elipsin bir
ucunda elipse dik olan kiriglerinin uzunluklarimn
en kigik degeri :

T aZh? }

| XY | im = min { 2b m

olmalidir.



Y58.  Ortak bir O sinir noktasi bulu-
nan @, b,¢ yari dogrularmi gozoniine alahm. b
varidogrusu a ve ¢ yaridogrulan arasinda olmak
iere | < (g,b) = | < (b,o) = 60° olsun.
Srrasiyla a,b,c tizerinde herhangi A, B,C nok-
talar igin

|OA| — |OB| + |0C| < |AB| + |BC]|

oldugunu gosteriniz. (Cem TEZER)

Coztim : OC dogrusu uzerinde, O nok-
tasi- A’ ve C arasmda kalacak ve |0A'] = |OA4]
olacak sekilde bir A’ noktas;, a yaridogrusu
‘iizerinde de |OB’| = |OB| olacak gekilde bir B’
noktast alahm. OA’'B’ ve OAB tggenleri egit,
OB'B iiggeni de egkenar oldugundan |A'B'| =
[AB] «ve

|OB| = |[OB’'| = |BB’|

olup,

|[OA| +|0C| = |04+ |OC| = |[A'C|

< |A'B'| +|B'B| +|BC]
~ =|AB|+ |0B| +|BC]|

bundan da

[OA| - 0B +|0C| < |[AB| +|BC]
bulunur.

( Gézenler : Turgay Ugkun, Ruhi Tabur, Burhan

Biner, Firat Aydim, hyas Kireli, Erhan Girel, Emre
Alkan, Atasagun Baysal.)

Y59, ABC ve A'B'C" lggenleri ver-
ilmig olsun. A, B,C  noktalarindan sirasiyla
B'C',C'A',A'B" dogrularma indirilen dikmeler
noktadaglarsa (yani ayni bir noktadan gegerlerse),
A, B',C" noktalarmdan swrasiyla BC,CA, AB
dogrularma  indirilen dikmeler de noktadastir.
(Cem TEZER)

Cozim Problemi vektérlerin g
carpimint kullanarak ¢ozecegiz. A, B,C nokta-
larindan swasiyla B'C',C'A’, A’B’ dogrularma
_indirilen dikmeler bir S mnoktasinda kesigtigi
takdirde

(5—4).(B'=C) = 0
(S= B).(C"'= A" 0
(§-C)(A"-B) = 0
bu denklemleri toplayarak da
A(B = C)+ B(C' — A)+ C(A —B) = 0

veyahut
A(B-C)+B(C-A)+C'(A-B) = 0

TEZER

elde edilir. Eger A’, B’ noktalarmdan smasiyla
BC,CA dogrularma indirilen dikmeler bir S’
noktasimnda kesisirse .
(8" -AY(B=C) =
(8'=-BHY(C-4) = 0

Bu iki denklemin toplammm da (*) dan glkartmauk

- suretiyle de

(§'=CY(A-B) = 0

elde edilir ki, bu €' dan AB ye indirilen dik-
menin de S’ den gectigini gosterir.
{ Gézenler : Etem Ciliv, Emre Alkan. )

¥60. « sifirdan farkh hérhangi bir gergel
say1 olmak uzere

2 at 0 0 e 0 0
o 2 ot 0 e 0 0

0 2 ot 0 0

0 0 0 a 2 a7t
0o 0 0 - 0 a 2

seklindeki 1993 x 1993 matrisin determmantml‘ :

bulunuz. (Cemal KOC)

Coziim : n X n bir
(2 o' 0 0 - 0 0]
2 a0 0 0
0 o 2 a~l 0 0
0 0 0 o a2 et
| 0 0 0 - 0 « 2]

matrisinin. determinantimi - D, ile gosterelim.
Diggs 1 bulmak istiyoruz. Dy = 2 ve Dy = 3
oldugu kolaylikla gortilebilic. n > 2 igin n X n
matrisin birinci satirina gore agarak

1 .
Dp=2Dp_1 — —aDp_»= 2051~ Dy_»
o ‘ ,

buradan da tiimevarim kullamlarak
Dyp=n+1

elde edilir: Bu suretle
Diggs = 1994

bulunur. '
(Gozenler : Gorkem Kuterdem, Ruhi Tabur, Firat Aydm,
flyas Kiireli, Erhan Gurel Emre Alkan, Cetin Camea,

Dursun Bulutoglu, Erol Gedikli, Atasagun Baysal, Keray
Tuna. )




