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ret Alpseymen Kocatepe

34. UMO soru ve yanitlarini sunuyoruz.
igindeki ulke isimleri o soruyu soran
stermektedir.

(Irlanda) Soru 1. n > 1 bir tamsay1
r} = 2" + 52" 1 + 3 olsun. f(z) in, her-
n derecesi en az 1 olan ve tiim katsayilan
lar olan iki polinomun garpimi seklinde
rayacaginl gosteriniz.

Coéziim 1. Iddianm dogru olmadigim
avalim, yani g(z) ve h(z) herbirinin derecesi
olan ve tiim katsayilar1 tamsayilar olan
dinom olmak lzere

f(z) = g(z)h(=)

. Katsayilan kargilagtirarak ve 3 tin bir asal
idugunu gozoniine alarak g(z) icindeki sabit
in Fl veya F3 oldugu gorulir. Genelligi
adan F1 oldugunu varsayahm (o zaman

¢ in sabit terimi F3 olur.) Yani

= a2 4 agzdag (a0 = F1)

"

= 1 ise g(z) = z+ ap ve g(—ag) = 0
idan f(—ap) = 0 olur. Fakat f(F1) #0
u-agiktir. Buradan da k& > 2 oldugu gkar
sekilde f(F3) # 0 oldugundan A(z) in
nin de en az 2 oldugu goriliir.) Cebirin
Teoremi katsayilar karmagik sayilar olan
angi bir polinomun karmasik sayilar iginde
1 kadar koku oldugunu sdyler. Tamsayilar
karmagik sayilar kiimesinin bir alt kiimesi
una gore bu teoremi g(z) polinomuna uygu-
rak o, ..., ar karmagik sayilar olmak tizere

g

glz) = (@ — 1) (2 — ax)

de yazalim.

1= lao| = 1g(0)| = vy - - g

wandan ¢ = 1,...,k icin

glo=0= fley) =0 a?"l(ai +5)=-3

* Bilkent, Matematik Bolimi ogretim iiyesi

s

4. ULUSLARARASI MATEMATIK OLIMPIYATI
ORULARINININ COZUMLE

RI

RS

olur. "Son esitligi ¢ = 1,...,k igin taraf tarafa
carpip mutlak deger alalim.

k

[T " (ai+5)

i=1

3 =

n—1

IT(ei+5)
i=1

(=5 — 1) -~ (=5 — ag)] = lg(=5)]-
Yani |g(~5)] = 3*. Ote vandan f(—5) = 3 ve
mutlak deger alarak

3 = [F(=5)] = lg(=5)IIA(=5)| = 3*|h(=5)|.

I

vy - o "

|A(—5)] in tamsay1 ve & > 2 oldugunu hatirlarsak
3 = 3%|h(—5)| olamayacag agiktr.
Coziim 2. Yine yukandaki ¢oziimde
oldugu gibi
f(z) = g(z)h(z)

oldugunu varasayalim. Her ikisinin de derecesinin
birden bilyiik ve sabit terimlerin- 3 ve F1 ol-
mas1 gerektigini yukaridaki gibi gosterelim. Bu
kez katsayilar yine tamsayilar ve k > 2 ve m > 2
olmak uzere

9(@)
h(z)

ag = F3
b()::Fl

akxk+~~+a1m+ao,
bmxm+--'+b1£+b0,

olsun. n =k + m > 4 oldugunu ve f(z) polino-
munda z”72,...,z terimlerinin katsayilarmm 0
oldugunu gozleyelim. Ayrica k=n—-m<n—2
oldugundan f(z) igindeki z* nin katsayis1 da 0
olacaktir. f(z) = g(z)h(z) ifadesinde her iki
taraftaki z,22,..., 2" terimlerinin katsayilarim
esitleyerek ve by = F1 degerini gbzoniine alalm.
(p ve ¢ iki tamsay: olmak tizere p|g gosterimi ¢
sayistmin p ile tam olarak bolinebilecegini belir-
tir.)
0 = aibo + aghy

[10]



ve
3jao = 3|a1by = 3a;
0 = azbg + a1b; + aghy
ve ’
3lao, 3lar = 3|azby = 3jag---
0 = agbo + ar—1b1 + - - + aoby
ve
3lao, 3lai, 3|ax—1 = 3larbo = 3|ax
Oysa 1 = agb, ve her iki say1 da tamsayi

oldugundan ar = Fl cikar ve bu say1 da 3 ile
baoliinemez.

(ingiltere) Soru - 2.Dar agh bir ABC
uggeni i¢indeki bir D noktas:

ADB = ACB + 90° ve AC-BD = AD - BC

kogullarim saglamaktadir.
AB-CD
a) ————
AC-BD
b) ACD ve BCD iiggenlerinin ¢evrel
gemberlerme C noktasinda cizilen tegetlerin dik
olduklarmi kanitlayinz.
Coziim.
a) DE 1 BD ve DE = BD olacak gekilde E
noktasm: alalim (Sekil 1.)

oraninin degerini bulunuz.

ADE = ACB ve

AD ~BD DE

AC " BC T CB
oldugundan ADE ve ACB tcgenleri benzer
ticgenlerdir. Buradan

CAD = CAB-DAB= DAE - DAB
—— AB _AC ‘
= BAEv ® 15 = AD
ve CAD ve BAE figgenlerinin benzer oldugu
gkar. - DEB iicgeninin ikizkenar. dik iiggen
oldugunu da kullanarak
AC _CD _ CD AB CD _ V2
"AB ~ BE f 9BD ~ AC BD 77

b) ACD ve BCD lggenlerinin gevrel
cemberlerine C noktasinda cizilen tegetler CU
ve CT 1gnlan olsun. Teget-kirig ag1 ayn1 yayi
goren ¢evre agiya egit oldugundan UCD =
DAC ve TCD = DBC olur (Sekil 1) ve
DAC + DBC = 90° oldugunu gostermek yeter-
Lidir. (BuyukEDB) = 270° ve EDA =
ACB oldugundan (biiyikADB) + ACB =
270°. ADBC dortgeninin ig agilar: toplam 360°
oldugundan DAC + DBC = 360° — 270° = 90°.

(Finlandiya) Soru 3. Sonsuz bir
satrang tahtasi tzerinde agagidaki oyun oy-
naniyor. Baslangic durumunda, n? tane tag
her karede bir tag olmak itizere birbirine bitigik
karelerden olusan n x n biyikligindeki bir
blokta bulunmaktadirlar.. Oyundaki bir hamle,
dolu bir komsu kare iizerinden yatay veya diigey
dogrultuda gecerek hemen ardindaki bog kar-
eye atlamaktir. Uzerinden atlanan tag tahtadan
kaldirilmaktadir. Hangi n degerleri i¢in oyunun
tahta lizerinde yalmzca bir tag kalacak sekilde
sonuglanacagini bulunuz.

Cozum. n = 1 igin agtk¢a ve n = 2 i¢in
kolayca yapilabilecegi goriiliir. n > 3 olsun.

Lk

Bu da uzun kenar boyunca smira bitigik
olan 4 tagh L-geklindeki bir parcada 3 tastan
olan uzun kenarin ¢ikarilabilecegini gosterir.

Boylece n =4 hain =2 yeve n = 5
hali n = 1 e doniigtir ve her iki durumda da oyun
istenilen gekilde sonuclanabilir.

[
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Yukardaki sekildeki saylar Ggli gruplann tah-
tadan kaldirilma sirasin gostermektedir, n > 6
2= yukarda gorulduga gibi n = n hali (n=3) x
(n—3) haline daniigebilir ve bu doniigim tekear-
lanarak 2 x 2 veyva 1 x | derumuna indirgenirse,
Vani

n=2veyan=1 (modld)

durumunda oyun istenilen bicimde sonuelanabilis.

Bu noktada bir uyanda bulunmak istiy.

orum. Bazm arkadaslarnmuz asafidaki sekilde
diginehilirler:
n= 3 fgm olmayacofi da deneyerel gormlebilir
[sonly sayrda oyun vardir.) n = 0 (med 3) du-
rymunda yubaridaki indirgeme yontemmple 3% 3
duramung demggliralebidir. n = 5 pm elomay-
acafing gore n = 0 fmod §) dorumuends da ol
maz.
Yukanda onerilen yol yalmizea indirgeme
yontemiyle cosilemeyecefini gosterir, bagka bir
yontemle yapihp yvapilamayacaj haklmda higbir
sy soylemes,

Aslinda n & 0 (mod 3) yani n = Ip do-
ruminda oyun stenen gekilde sonuclanamaz ve
simdi de bunu kamitlayalm. Satrang tahtasum
aabidaki sekilde oldufu gibi periyodik olarak
efik dofrular boyunea i ayn renge boyayalm
(.= v o renkleri.)

d o = Oo®
G @ & 0 8 @
" " O® & O
®« O " ® 08
o &8 & O 8 &
s ® O @8 = 0

Eerbangi bir hamleden sonra farkh  renk-
ke Grerinde lag tag bulundofuna bakalim.
T8, Ty(w) ve Ti{e), j-inei hamleden sonra

o & ve o renkleri dzerindeki toplam tag sayumm
giatersin.  Baglangg durumunda taglar n x n
biiyukhiginde bir kare Gstindeyken, her satirda
g renkiten aymi sayida tag oldugu igin (cunku
n=3p),

Tule) = Ta(#) = Tole).

Buradan da bu d¢ Ty savisimun va dgunian bir-
den tek veya tgunun birden gift oldugu gikar,
Herhangi bir hamle ardarda gelen Gg efik dogru
uzerindeki tag savisin govle defistivic: bitigk
iki dofru dgerindeki tag sayis  birer azahr,
tgunca dogru ustindeki bir artar. Buradan da
Ti(=). Tj(#), Tj(o) sapilarindan ikisi ign T3 =
=1 — 1, birsi iKin de T3 = Ty + 1
oldufu gorilie. Bu defigim sonuen herhangi bir
hamle sonunds, yine ya (e}, Tj(«),Tj(2) nin
gl birden tek olor, ya da tgi birden cift
olur. Oyunun istenilen gekilde sonuglanmas igin
Tao_gle), Taa_y(#] ve Tha_y(o) savilarndan iki-
sinin safir birisinin de bir olmas gerekir. Buo da ag
onceki tek-gift gozlermimizle cehgkili oldugundan
n = dp durumunda oyun bitmesz,

(Makedonya) Soru 4. Dizlemde veri-
len P,@Q, K gibi Gg nokta icin, m{PQK), PQR
iicgeninin  yilksekliklerinin - minimumu  olarak
tamimlaniyor. (PQ, K nin dogrusal olmas: du-
rumunds mi PQR) =0)

A, B, dizlemde verilmis noktalar olsun.
DHizlemdeki herhangl bir X nokias igin

m{ABC) < m{ABX) + m{AXC) + m{XBC)

oldugunu knmthuyme.

Coziim. Bir ABC dggeninde kenar uzun-
luklarmg a,b,c (A agim kargmindaki kenar a
vs) ve yiikseklikleri de fiq, b, be ile gosterelim,
Omce agagidakileri gozleyelim:

(a) En kiigik yiikseklik en uzan kenara indirilen
yiikseklikeir ve bu yiikseklik dggenin igindedir.
(b} Bir AFC tiggeninin iginde ahnan herhangi bir
X noktas: igin

AX = maxfa,b e}, BX < max{ab c},
CX < max{abe)

{Bunun kanits igin A, B, C noktalari merkez ol-
mak iizere ig tane max{a, b e} yvargaph gember
gizeriz. ABC Gggeni bu iig dairenin iginde kahr.
Buradan dn yukandaki egitsizlikler gikar )

(e] Bir ABC uggeninin B kenari dzerinde bir
L) noktas almdifmda m{ABD) < m{ABC)
olur. Bunun kamtim g durumda inceleyecefiz.
Her durumda H ile en wzun kenars indirlen

2]



. yuksekligin ayagim gosterelim. ‘ tiggeni igindedir. Bu da F noktasmin B ile
H arasinda olmasim gerektiric. BK, ABD

(i) (Sekil 2) max{a,b,c} = a = fgcgeninin B noktasindan AD kenarnna inilen
m(ABC)=hy = AH. yiksekligi olsun.
Bu durumda AH, ABD iicgeninin de bir BK < BE (BKE dik ilicgeninde kenar <
yiiksekligi oldugundan ‘ ~ hipoteniis )
BE < BH (E noktass B ile 'H arasmda)
m(ABD) < ha = m(ABC). oldugundan '
A m(ABD) < BK < BE < BH = m(ABC).

Artik ¢ozuime gegebiliriz. ABC tggeni ve X
noktas1 verildiginde X in konumu i¢in ¢ durum
vardir: T bolgesi, IT bolgesi, 11T bdlgesi (Sekil 5).

(i1) (Sekil 3) max{a,b,c}
m(ABC)=hc =CH.

I
4

(1) X €1 (Sekil 6) Bir PQR iggeninin
alanimt s(PQR) ile gosterelim.

A

BD < . ¢ ve yukaridaki (b) den AD <
max{a,b,¢} = ¢ oldufundan ABD ii¢geninde
de en uzun kenar ¢ olur ve m(ABD), D nok--
tasindan AB kenarina inilen DK yiksekligi olur. :
KBD ve HBC tiggenleri benzer oldugundan B C

DK _BD . pk<cn,

CH  BC -~ ‘
i r,u,t ile swasiylas ABX, AXC, XBC
yani m(ABD) < m(ABC). lcgenlerinin en uzun kenarlarmi ve Ay, hy, by
(iii) (Sekil 4) max{a,b,c} = b = il bunlara kargthk gelen yiikseklikleri gosterelim.
m(ABC) = hp = BH. k = max{a,b,c} olsun. Yukaridaki (a) ve (b) den
" hy =m(ABX), v < k_vs.

25(ABC) = 25(ABX)
+25(AXC) +25(X BC)
rhy + uhy 4 the
khy + khy + khy
k(hy + hy + he)
hy + by + By

km(ABC)

I

IA

= m(ABC) -

IA

BH ve AD dogrularinin kesi§ti{;i noktaya FE
diyelim. BH ve AD dogru pargalan ABC (2) X € II (Sekil 7) X', AX ve BC dogru
iiggeninin i¢inde oldugundan E noktasi da ABC pargalarinin kesigtigi nokta olsun.



X" €1 oldugu igin (1) den

m(ABC) < m(ABX')+m(AX'C)+ m(X'BC) .
\.qo,_._/

. Ayrica (c) den

‘m(ABX') <m(ABX) ve m(AX'C) .S m(AXC)

oldugunu biliyoruz. Buradan

m(ABC) < m(ABX)+ m(AXC)

< m(ABX)+ m(AXC)+ m(XBC)

bulunur.
(3) X € III (Sekil 8) X', AX ve BC
dogrularinin kesigtigi nokta olsun.

A

Yukaridaki (c) den m(ABC) < m(ABX') ve
m(ABX'} < m(ABX) olur. Buradan da

m(ABC) < m(ABX) < m(ABX)
+m(AXC) +m(XBX)

¢ikar.

(Almanya) Soru 5. N={1,2,3,...} ol
sun. f(1) =2, ve her n € N igin,

f(F(n) = f(n)+n

ve her n € N igin -

f(n) < f(n+1)

kosullarmni saglayan bir f : N — N fonksiy-
onunun var olup olmadigmm belirleyiniz. -

= l+2\/5 olsun. &2 —a —

Coéztim 1. «

1 =0 yani ! = o — 1 oldugunu gézleyelim. Her-
hangi bir reg] sayl & i¢in [z], z in tam degerini
gostersin, yani z den kiigik veya z e esit en
buyik tamsayi olsun. Her z i¢in, [#] < z < [z]+1
ve z tamsay: degilse [z] < z < [z] + 1 oldugu
agiktir.

f(n) = lan +3]

olarak tammlayahm. f: N — N ve f(1) = 2
oldugu agiktir. n € N igin »

a(n+l)+1— om‘—l—l =a>1
S 2 2

o .. 1. 1 ’
oldugu i¢in an-+ 3 ile a(n+1)+ = arasinda en az
bir tamsay1 vardir. Buradan da f(n) < f(n+1)
gikar. Simdi de diger kogula bakalim. f(n) = m
olsun. an + 3 tamsay1 olamayacagindan, bu-
radan
1

m—1 m+1
<n<

1
m < an+ 3 <m+1=
1 C
— = a — 1 yazarak yukandaki egitsizlik
o

(a+1)(m'~%) <n<(a-—1) (m+%)

gseklini alr. Simdi de o < 2 oldugunu kullanarak

(a——l)m—%<(a—1) (m———;—)

(a—1) (m—i—%) <(a—1)m+%

bulunur. Bir énceki esitsizlikle birlikte

(a—l)m—%<n<(a—1)m+-;—

|



bulunur. Bu son esitsizligi yeniden duzenleyerek

1 : .
m4+n<am+-<m+n+1= f(m)=m+n

2

cikar.
Coziim 2. Fonksiyon degerlerinin ilk
birkag¢ tanesini yazdigimizda

f)=2 72)=3, 73)=5,

F(5)=8, f(8)=13, f(13)=21,...

baglangic degerleri f(1) ve f(2) olan bir Fi-
bonacci dizisi oldugunu gorirliz (f(f(n)) =
f(n) + n kosulu bu anlama gelmektedir.)
Yukarida gorunmeyen degerler i¢in (6rnegin 4,6)
f(n) degerini tammlayabilmek igin bir yol bul-
mamiz gerekir. Dikkat ederseniz soruda fonksiy-
. onun ifadesini bulmamiz istenmiyor, yalnizca
boyle bir fonksiyonun var olup olmadigi soru-
luyor. Bu nedenle fonksiyonu tam olarak yaza-
masak bile fonksiyonu iyi tamimlayan bir algo-
ritma bulursak (veya boyle bir fonksiyon ol-
madigini  kanitlarsak) soruyu yamitlams olu-
ruz. Ik adim f(4) 4 tanumlamak ola-
caktir.  f(4) tanimlandigl zaman fonksiyonun
deger kimesi iginde baslangig degerleri f(4) ve
f(f(4)) = f(4) + 4 olan yeni bir Fibonaceci dizisi
olusacaktir. f(4) un fonksiyonun kesin artan
olmas1 saglanacak gekilde tamimlanmasi gerekir.
f(3) < f(4) < f(5) olmas:i gerektiginden f(4) =
6 veya f(4) = 7 olmahdir. f(4) = 6 olarak
tanimlayalim ve baglangig degerleri 6 ve f(6) =
10 olan Fibonacci dizisini kurahm.

Témevarun  adumni. Daha once
tamimlanmis sonlu sayida dizinin bilegimini
alahm. f nin tanimlanmadify en kugik sayi
r olsun ve z ten onceki en son ve r den son-
raki ilk tanumh degerler f(a) ve f(b) olsun,
fla) < = < f(b). Bu durumda f(f(a)) ile
F(f(b)) arasmmda daha 6nceden tamimli higbir
f degeri yoktur ve f(f(b)) — f(f(a)) = f(b) —
f(a)+b = a > f(5) - f(a) oldugundan f(f(a)
ile f(f(b)) arasinda f(z) degeri igin yer vardir.
f(2) = f(f(a)) + 1 olarak tammlayalim (béylece
f(f(a))y < f(z) < f(f(b)) olur) ve yeni Fi-
bonacci dizimizi: kurahm. f(u) ve f(v) daha
Gnce tanimlanmig degerler, f(y) son adimda
tanimlanmig bir deger ve f(u) < f(y) < f(v)
olsun.  f gimdiye kadar kesin- artan olarak
tammlanmig oldugu ig¢in v < y < v olur. Son
egitsizlikleri taraf tarafa toplayarak

Flu)+u < f(y) +y < fv) +v=>
F(F(w) < f(F(y) < F(f(v))

olur. Bu da f nin kesin artan oldugunu gosterir.

Cozum 3. g(1) =1 olarak tanimlayalim,
f(1) =1+ g(1) olur. Her n < N i¢in f(n) nin
tanimlandigini varsayalim.

g(N) = max{n:n < N ve f(n) < N}

ve

F(N)= N +g(N)

olarak: tamimlayahm. g(N — 1) < g(N)
oldugundan f(N - 1) < f(N) bulunur. f(N) >
N oldugunu da gozleyelim. Simdi de her £ € N
icin g(f(k)) = k oldugunu gosterelim. f(k) =N
olsun. N = f(k) > k ve f kesin artan oldugu i¢in
g{N) tanmundaki maksimum n = k degerinde
alimir, yani ¢(N) = k& bulunur. Son olarak
F(N) = N + g(N) esitliginde, N yerine f(N)

konursa

) = F(N) +9(F(NV)) =

(Hollanda) Soru 6. n > 1 bir tam-
say1 olsun. Bir gember lizerine n tane lamba
Lo, Ly,...yLy.1 yerlegtirilmigtir.  Her lamba
ACIK ya da KAPALIdir. S0,51,...,5%, ..
islemler dizisi uygulanmaktadar. Islem S
yalmizea L; ’nin durumunu (diger tiim lambalarm
durumunu koruyarak) su sekilde etkiler:

Eger L;—1 ACIK ise, S;, L;’ nin duru-
munu ACIKtan KAPALIya ya da KAPALIdan
ACIKa cevirir. Eger L;j_; KAPALI ise, Sj,
L; nin durumunu degigtirmez.

F(N)+N.

Lambalar n  moduna gore soyle
siralanmugtir:
L_l = Ln——l; L() = Ln, L1 = Ln+1, VS.

Baglangigta biitiin lambalar ACIK durumdadir.

Asagidakileri gosteriniz.

a) Oyle bir pozitif tamsay: M(n) vardir ki,
M(n) islemden sonra tiim lambalar tekrar ACIK
duruma gelmektedir.

b) Eger n, 2% seklindeyse, tiim lambalar
n? —1 iglemden sonra ACIK duruma gelmektedir.

c) Eger n, 2¥ + 1 geklindeyse, tiim lam-
balar n? — n + 1 iglemden sonra ACIK duruma
gelmektedir.

Cozium.
a) j = 0,1,2,... ign, £; =
(¢0,01,...,8n-1,[j]), lambalarm S;_; islemi

uygulandiktan sonraki durumlarini belirtsin (Lo,
lambalarmm S_; igleminden sonraki durumu, yani

18]



baglangic durumudur.) Burada [j] = j mod n
ve a; =ACIK veya KAPALI olarak. tanimhdir.
Once tim iglemlerin tersi oldugunu gézleyelim.
Yani Ljy1 den £; yi bulabiliriz (bu da S;
igleminin tersi oldugunu gosterir.) Ayrica degisik
L; lerin sayist n2™ oldugu igin Cekmece Prensibi,
k # j olmak tizere Ly = L; olacak sekilde k,j
sayilarinin-bulunabilecegini soyler. k, 0 < j < k
ve L; = L ozelligini gosteren en kiigiik tam-
sayi olsun. j '# 0 ise ters islem uygulayarak,
Lio1 = Lr_y qkar, bu da k nin en kiiciik tam-
say1l olmasiyla ¢eligir. Buradan j = 0 cikar, bu
da. tim lambalarmn & — 1 iglemden sonra agik
oldugunu gosterir.

Sorunun b) ve ¢) bolimlerinde herhangi

bir lambanm ACIK konumunu 0, KAPALI kon-

umunu 1 ile gosterecegiz ve Zy = {0,1} cismi.

“iginde (yani mod 2 ye gore) aligacagiz. Herhangi
bir anda tiim lambalarin durumunu

v =(v0,v1,..,n-1), (vi € Zs)
vektor ile gosterelim. Burada v;, L; nin duru-
munu gostermektedir. Ornegin
(1,1,...,1)
(0117"‘71‘)

basglangic durumu:

So dan sonraki durum:

V= Z’;, yani yukandaki gibi tanimlanan tiim v
vektorlerinin klimesi olsun. V kiimesi Z, cismi
uzerinde bir vektor uzayidir. Biz herhangi bir
Sj islemini 'V vekt6r uzay1 lzerinde agagidaki
sekilde tammlanan bir A; dogrusal déniigiimii ile
temsil edebiliriz.

AO(UO)vI) . "Un-—l) = (UO + Un-1,V1y.. ~:Un——1)7
Ai(’l)o,. SN /7 S ,vn_l)
:(UU)'”yvi—l, Vi=1 + 5 7~-,vn—1),
N’
i—inci koord.
t=12,...,n—1
Ai(vg, vy, Upy) =
= Ai—n(vo,v1,...,Un=1),1 > n.

Birde P: V-V,
P(Uoi?)l,u-,vn—l) = (01,1}2,---7vn~1,vo)

olarak-tammlayalm. P dogrusal doniigiimiiniin
tersi oldugu ve tersinin P71 :V -V,

P—l('u())v‘lva"' . ;vn—l) = (Un—latv())vl) . '*11)71—2)

seklinde oldugu agiktir. Her j > 0 igin,

'/Aj =PI AyP?
oldugu da kolayca goriilir. Burada P° =
I =(birim dénigiim), P/ = » Po...oP ve
j tane

P8 = (P~} = (P/)~! dir. Buradan da
Aj1...A1Ag = P (PAY

olur.
e —

(1,1, ..
baglangic durumu.)

.,1) olsun' (lambalarm
Sorunun b) ve «¢)
bolimlerinde n  nin  6zel degerleri ig¢in
Aj_1...A1Ao(e) = e Ozelligini saglayan j
degerini bulmamz isteniyor.  Saymaya sifirinci
iglemle bagladigimiz i¢in, j-inci iglem S;.; dir.
(Sorunun a) bélumiinde her n icin boyle bir j =
M(n) bulunabilecegini gostermistik.) Yukaridaki
gozlemlerimizden bu esitlik (PAg) (e) = Pi(e)
esitligine esdegerdir. P(e) = e oldugu icin de bu
esitlik (PAg)(e) = e ye egdegerdir. \
PAy dogrusal doniigimiini V. = Z,
vektor uzayinm standart tabanna gére temsil
eden matris

ro 1 0 0 ]
0 0 1 0 0
B=1| : 1 oo
0 0 0 --- 1 0
00 - 0 1
L0 0 - 0 1

(Standart taban- ey = (1,0,0,...,0),
(0,1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,0,1) dir.)

(PAgY(e) = e oldugunu gostermek
Bie = e oldugunu gostermeye egdegerdir. Son
formiilde B matrisi kendisiyle j kere carpildiktan
sonra - e situn vektdriiyle carpilmaktadir.
Yani son formiildeki e wvektéru (1,1,...,1)
vektoriintin siitun halinde yazilmg seklidir. Simdi
mod 2 ye gore cahistifimiz tekrar amimsayahm,
vani.—1 = 1, 2 = 0 vs gibi ozdeslikleri kul-
lanacagiz. Bir n x n biiyikligindeki M ma-
trisinin karakteristik polinomu p(z) = det(M —
zI) polinomu olarak tammlanir ve Cayley-
Hamilton teoremi her nx n matrisinin karakteris-
tik denklemini sagladigini soyler, yani p(M) = 0
olur. Bizim B matrisinin karakteristik polinomu
z" + 2"~ 4+ 1 polinomudur, ve Cayley-Hamilton
teoremine gére B™4 B"~! 4+ ] = 0 olur. Buraya
kadar sylediklerimiz her n igin gegerlidir.

ey =
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