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Bazi: Teorem ve Problemler

vazinin 1. kisrmmn okudugumuza gore,
minden aldignmz teorem ve prob-

Ornegm Pisagor teoreminin ilgin bir
clmadigmi, bir {iggende kenarortaylann
Zim ifade eden teoremin ilgin bir teo-
igunu soyleyebilirsiniz.

gin dizlem geometrisinde adi olan az
adi olmayan pek ¢ok teorem yer almak-
.. Adi olanlardan Thales, Ceva ve Menelaus
ieti bu geometride temel ¢ teoremdir.
bildiginiz ispatlarini vermeden sadece
ni vermekle yetiniyoruz.

Once su sade ilgin problemi ele alalim:
©Problem 1. Eklemli - (kégelerinde
&} bir  ABCD vparalelkenarmin  kenar

uzerinde dogrudas olan P,Q,R,S
ort noktanin, paralelkenar oynatildiginda

Sekil 12

Sekilde gdsterilen sabit uzunluklari kul-
rak P,Q,R ve aynca Q,R,S igclilerinin
deshfini ifade eden orantilan yazdigimizda
antilarin degigmeyecegini goriirsiiniiz.
Teorem 6. (Thales) a//b olmak iizere
= gibi lig dogru p, p’ gibi herhangi iki dogruyu
la A, A’; B, B';C,C’ noktalarinda keserse

I

T{ Matematik B&liimii emekli Sgretim yesi

igin olup olmadiklarini hemen anlaya-

udash§inin bozulmayacagini gosteriniz (Sekil

 (Sekil 13)

a//b/lc< CA.-CB=CA :C'H.

o\
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Teorem 7. (Ceva, Menelaus). D, E,F
bir ABC tam {iggeninin kenar dogrular iizerinde

ve koselerden farkli noktalar ve bunlarin, sirasiyla
[BC],[CA], [AB] yi bolme oranlar

MD)=DB :DC, w(E) = EC : EA, +(F)
ise’
1) AD,BE,CF noktada§ & Ay = -1
(Ceva)

2) D,E,F dogrudag « /\,wy = 1 (Menelaus)
(Sekil 14, 15).

Sekil 14
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Sekil 15

Teorem 8. Bir tggenin - i¢inde ke-
narlara D, E,F noktalarinda teget olan bir
‘elips ¢izildiginde AD,BE,CF dogrulari nok-
- tadasg olur. »

ispat. ilgin bir doniigiimle elips ¢embere
¢evrildiginde (Sekil 16) teorem, iicgen ge-
ometrisinde yer alan bir teoreme déniigiir.

B D ¢
Sekil 16
Gergekten
AMDYW(E)y(F)
e [t T pE|

Teorem 9. (Newton). Bir tamdoértgende
kégegenlerin ortalar: dogrudagtir (Sekil 17).

ispat, Tamdortgen bir ABC tiggeni ve
tir DEF keseniyle olugturulmug olsun (Sekil
22). Kosegenlerin U,V,W ortalan ABC nin
A'B’C’ orta tggeninin kenarlar: iizerinde bu-
lunur. Menelaus teoreminden

AV [v(W)
_UF VO WA _

o VA -

MD)(E|y(F) = 1.

Sekil 17

Teorem - 10. Bir elips bir t¢genin
[BC],[CA],[AB] kenarlanm D,D';E,E',F, F’
de kestiginde AD,BE,CF noktadas olursa
AD',BE',CF’ de noktadas olur.

ispat. Teorermni, elips yerine ¢ember olarak
ispatlamak yeter (Sekil 18).

A

Sekil 18

|BD| = ay, |DD'| = ay, |D'D| = as

ve benzer olarak 6teki kenarlar igin by, b9, b3 ve
¢1,¢3,c3 ve bolme oranlar pozitif alindiginda
Ceva teoreminden

ay b—b3 c— C3

=1
b3

(1)

a— a; C3

olup
C1

2)

cC—

- yi'ispatlamaliyiz.



A,B,C uin gevrel ¢cembere gore kuvvet-
lerinden elde edilen

ba{b—b1) = cc—cs)
esle—e1) = ‘ay(a—as)
as{a—ai) = by(b—b3)

esitlikleri taraf tarafa ¢arpildiginda
653@363{(1 - al)(b - bl)(c - C1)
= alblcl(a - as)(b - b3)(C et 03)
bulunur ki (1) kullamldiginda (2) elde edilir.
Esgparcgasal Noktalar, Dogrular ve ﬁggen-
ler

Bir ABC tamicgeninin BC kenar
tizerinde espargasal noktalar: goyle tanmmlayimniz:

BC tizerinde olmak lizere ikisi de [BC] nin k

i¢cinde ya da diginda ve B ile C dan ayni uzaklhikta
alman D ve D’ gibi iki noktaya e§pargasal nok-
talar denir (Sekil 19).

Sekil 19

Tamim Gteki kenarlar igin de gegerlidir.
Somug. D, D’ noktalari bir tamiiggenin
BC kenari tizerinde egpargasal noktalar ise

D) A(D) =1

egitligi vardir. ; ;

BC' iizerindeki egpargasal D, D’ nokta-
larin, karst A kosesine birlegtiren [AD],[AD']
dogru parcalarmma egparcasal kdgel  dogru
parcalart,  AD AD' ye de 7
dogrular denir. o

Teorem 11. Bir tumiggenin kenarlarn
uzerinde alinan D, E,| F gibi ii¢ nokta dogrusal
ise. bunlarn espargasal D', E', F' noktalar: da

espar¢asal kogel -
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dogrusaldir (Sekil 20).

/ D B » ¢ D

Sekil 20

Bu dogrulara esparcasal dogrular denir.
Bu, (1) ve Menelaus teoreminin bir sonucudur.

Teorem 12. Bir ABC tamii¢geninde
dye,f kosel dogrulari noktadag ise, bunlarm
d',e’, f' esparcasal .dogrulari da noktadagtir
(Sekil 21).
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Sekﬂ 21

Bu da Ceva teoremi ve (1)’in sonucudur
Sekil 21°de d,e; f nin kesigtikleri ‘P ve
e, f' nin k651§t1klen P! noktala.rma esparcasal

noktalar denir. ‘
) Bir ug¢gende egpargasal uggenlere gelince:
U¢  dogrunun - olugturdugu tamiicgenle bu
dogrularin egparcasal dogrularim olusturdugu’
licgene egpar¢asal dggenler denir.

Teorem 13. ‘Bir ABC  tiggeninde
esparcasal iki ilicgenin alanlari birbirine egittir
(Sekil 22). '

ABC" 1tcgeninde sozi -edilen uggenler :

" DEF,D'E'F' olsun. Bu ti¢gen ilgin "doniigiimle

eskenar ilicgen olarak almarak Sekil 22 elde
edilmigtir.



Sekil 22

|[AD| =z, |BE| =y, |CF| =z
koydugumuzda

|AEF| + |BFD| + |CED]|

= %cos 60°[(a — y)z + (b—2)z + (c — z)y] |

:—?[a(m-}-y—}—z)—yz-zi—xy]

olup benzer toplam D'E'F’ igin aym gtkar. O
Teorem 14. Bir paralelkenarin igine

¢izilmig egpargasal iki dortgenin alanlari birbirine
egittir (Sekil 23).

Sekil 23

ﬂgin dontstimle gekil, dikdortgen i¢in de
gegerli olup sekildeki uzunluklar kullanilarak Teo-
rem 13’teki yolla yapilabilir.

Elipsle. ilgili agsagidaki iki problemi ilgin
dontisiimle asal ¢embere dontugstiirerek hemen
¢ozebilirsiniz.

Problem 2. Yan biiyik ve yan kiigik
eksenleri [OA],[OB] olan elips yaymmn altindaki

alant O dan gegen bir 1ginla alanca esit iki bolgeye
aywimz (Sekil 24).

Sekil 24

~ Problem 3. [AA'] bliyik ekseni ve [BB']
kucik ekseniyle verilen bir elips tizerinde P gibi
bir nokta verildiginde, elipsin igine en buyik
alanh PQR ticgenini ¢iziniz (Sekil 25).

Sekil 25

Geometrik bir yer:

Problem 4. Bir ABC ii¢geninde bir
P i¢ noktasimndan gegen [BE],[CF] kogel dogru
pargalan ¢iziliyor. Alanla ilgili olarak

|AEPF| = |PBC|

ise’ P nin geometrik yerini bulunuz.

_ Coziim: Bu ilgin- problem,  ilgin
dontgimle Oklid diizleminde egkenar bir AgByCo
licgenine doniigtiirillebilir (Sekil 26).
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Sekil 26

Belirtilen iki alana |PyCyEo| alam ek-
lenirse |AgFoCo| = |EoBoCo| esitligi elde edilir
ve # =7 bulunur (Sekil 26).

<1BoFPFy = (60 . 'y) = 60°

-olup Py 1n geometrik yeri yan kenarlara By ve
Cy da teget olan ¢ember yayi olur. Bu ¢emberin
Gy agirhk merkezinde gectigi kolayca goriiliir.

O halde P nin geometrik yeri, ABC nin
van kenarlarima B ve C de teget ve G agirhk
merkezinden gecen elips yayidir.

Teorem 15. Bir ABCDEF par-
aitigeninde (karsilikll kenarlari birbirine paralel
clan digblikey ABCDEF altigeninde) alanlar

|ACE| = |BDF|

Sekil 27
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egitligini ispatlaymiz (Sekil 27).

.Coztum: AB,CD,EF nin olusturdugu
PQR lic¢genini digunursek problem tiggene iligkin
bir problem olur. Ilgin doniigimle PQR eskenar
iggen olarak diigliniilebilir ve seklimiz gu olur:

Sekil 28

IPD| = |PE| = =,

IQF| = |QA| =y,
IRB| = |RC| = »

ve

|QR|=|RP|=|PQ|=a

.aldlglmlzda ACE nin alan su olur:

|[ACE| = |PQR|~

3

5

[#(a—2) + yla —x) + 2(a — y)]
|PQR| -

.

=%

la(z + y+ 2) — (yz + zz + zy)]

|BDF| hesaplandiginda ayni sonug ¢ikar.



