PROBLEMLER VE COZUMLERI

Cem TEZER

ALISTIRMA PROBLEMLERI

AT1. Bir tegetler dortgeninde kargilikh iki
kenar birbirine esitse, igteget cember merkezinin
diger iki kenarin orta noktalarindan egit uzakhkta
oldugunu gosteriniz.

A72. A, B, (C kogelert1 kargisindaki
digteget ¢emberlerin yaricaplan sirasiyla r,, 73,
. 7. olan bir ABC ug¢geninin igindeki bir P nok-
tasindan BC, C A, AB kenarlarina indirilen dik-
melerin ayaklari sirasiyla D, E, F olsun.

|AE|+ |AF| = |BF|+|BD| = |CD|+ |CE|
olmast i¢in gerek ve yeter sartin
|PD|:|PE|:|PF|=

=Ty re—Tg i TetTg =Ty iPg T =T

oldugunu gosteriniz. (Huseyin DEMfR)

A73. [AB] dogru pargasmi ¢ap kabul eden
v cemberi ile aynmi dogru pargasini buyuk cap
 kabul eden ¢ elipsi gozontine alinsin. v uzerinde
degigken bir P noktasmdan AB ye indirilen dik-
menin ¢ yi kestigl noktalardan P ye yakin olam
() olsun. P noktasimndan v ya gizilen normalle,

) noktasmdan ¢ ye gizilen normalin kesim nok-
tasinin geometrik yeri nedir ? (Hiuseyin DEMIR)

AT4. Toplami 19 olan arti tamsayilarin
carpimi en fazla kag olabilir 7

AT75. Herhangi bir p asal saywist i¢in; p,

gm+l £ 8m _ 17 yi bolecek sekilde sonsuz tane m
art1 tamsayisinin bulundugunu gosteriniz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y71, ab = cd esitligini saglayan, a, b, c,
d > 0 tamsaylar: verildiginde o? + b2 + ¢2 + d?
nin hig bir zaman asal olamayacagin gosteriniz.

Y72. p?, ¢ niin bir kati olacak sekilde p, ¢
tamsayilan verildiginde, 22 +pz-+g = 0 denklem-
inin ¢ozlimleri o, F olsun. Her n > 2 tamsayist

i¢in (a™ + $™)/q niin bir tamsay: oldugunu ispat
ediniz.

Y73. Hem z > 1, hem de 2Y/(-%) in
rasyonel say1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin,
n > 1 bir tamsay: olmak tizere, z = 1+ 1/n
oldugunu gosteriniz.(Dikkat : Rasyonel bir ¢ > 1
sayist icin 2}/(1=%) jle gosterilmesi miimkiin olan
sayilardan art1 ve gergel olanmi kastediyoruz.)

YT74. Bir ABC fliggeninde [CA], [AB],
[BC] kenarlan iizerine ilk ikisi diga, sonuncusu
ice dogru CAB’, ABC’, BC A’ egkenar liggenleri
kurulsun. A’ noktasimn [B’C’] dogru par¢asinmn
orta noktast olmas: igin ABC ug¢geninin eskenar
olmasmin gerek ve yeter oldugunu gosteriniz.
(Hiiseyin DEMIR)

Y75. Bir ABCD karesinin iginde |PA| =
1, |PB| = 2, |PC| = 3 olacak sekilde bir P nok-

tas: varsa, bu karenin kenar uzunlugu ne olmalidir
5

COZUMLER

A61. Bir ABCD yamugunda (AB, CD
dogrulan paralel !) AD,BC dogrulan bir K
noktasinda, AC,BD dogrular1 da bir L nok-
tasinda kesigsin. KL dogrusu AB yi M de,
DM,CM dogrulan swrasiyla AC,BD yi I,J de
kessin. '

() IJ nin AB ye paralel oldugunu
gosteriniz.

(b) CIM ve CJB iiggenlerinin alanlarinin
esit oldugunu gosteriniz. (Dinger AKAY).

Cozum : (a) KAL tiggeni ve DI kesenine
gore Menelaus teoreminden elde edilen

IA ML DK _

ILMEK DA~
ile KBL iiggeni ve C'J kesenine gore Menelaus
teoreminden elde edilen

JB ML CK _

JLMKCB ~
denklemleri vée AB nin CD ye paralelliginden



_J?E _CK

DA~ CB
femni kullanilarak

[A JB

IL ™ JL

bulunur. Bu IJ nin AB ye paralel oldugunu
gosterir. ‘

(b) Herhangi bir XY Z ticgeninin (yonsiiz)
alanimi |XYZ| seklinde gosterirsek, AMCD
vamugundan

|CIM| = |DIA|,
{JCD yamugundan
|DLII=|CLJT|,
ve en nithayet. ABC'D yamugundan
|DLA| =|CLB
bulunur. Boylece
|CIM| = |DIA| = [DLA| - |DLI|
=|CLB|~|CLJ| =|CJB]|

- edilir.

Ismail Yilmaz, Ugur Yidiran,
Atzsagun Baysal, Yagar Kandur, Burhan Biner, Ruhi
Banu Yiiksel, Sevket Aydin, Turgay ngun, Hyas
- Erhan Giirel, Ayse Gdloglu. )

A62. Bir ABC iicgeninde B agis1 20°,
da 30° dir. Uggenin iginde B ye ait
rtay uzerinde kalan bir D noktas: almiyor.
4] = 10° olduguna gore < BAD agismin
nil hesaplaymiz. (Hasan CETINKAYA )

Cozlim : BA dogrusu tzerinde B nok-
n A ile aym tarafinda kalacak ve |BE| =
clacak sekilde bir £ noktasi alaim. BEC

{ Cozenler :

<. DCE| = 60° bulunur. D nin B
icagiortay  tizerinde bulunmasindan fay-
rak DCE nin egkenar oldugu ve | <
20° goriiliir. En nihayet ufak bir hesapla

Boylece
IDE| = |DC| = |CE| = |AE|

dan EAD u¢geni de ikizkenar olmahdir.

= | < EDA|= %(wou; < AED]|)

wenar liggen olup, kolayhkla | < ECA| = .

= 50° oldugundan, EAC bir ikizkenar

(180° — 20°) = 80°

RO —

olup, .
| < BAD|=180° - | < EAD|

= 180° — 80° = 100°

elde edilir.

( Gozenler: Ozgiir Cetin, Ismail Yilmaz, Atasagun
Baysal, Yasar Kandur, Namik G&k, Burhan Biner, Ruhi
Tabur, Banu Yiiksel, Turgay Uckun, Erhan Giirel, Ayse
Gdloglu, Murat H. Beybaga, Ali Tombak, Metin Bekil. )

A63. Bir ABCD dortgeninde [BC]
ve [DA] kenarlarimin ortanoktalari sirasiyla E
ve F, ED ve CF, FA ve BF dogrularinin
kesisme noktalari da sirasiyla M, N olsun.
FNEM dortgeninin alanimin NAB ve MCD
uggenlerinin alanlarmin toplamma esit oldugunu
gosteriniz. (Hiseyin DEMIR)

Cozlim B,E,C noktalarinin AD
dogrusundan uzakliklan sirasiyla hy, he, k. olsun.
Tabii ki . v

he = E(hb + he) )

dir. Boylece

1.1,
Apap+Apcp = ‘2‘(§IADD(hb + he)

1
= —Q—IAD!he = Asgp

2dir. Iki taraftan da Aprum +Aran cikartilmak
suretiyle

Arnem = Anap + Aycp

bulunur.

( Cézenler : Atasagun Baysal, Yasar Kandur, Ruhi
Tabur, Turgay Ugkun, Erhan Giirel, Ayse Gologlu, Mu-
rat H. Beybaga, Ali Tombak, Metin Bekil. Burhan Biner,
Sevket E. Aydin, {lyas Kiireli, Emre Alkan. )

A64. Bir ABCD doértgeninde [BC] |,

[DA] dogruparcalarmmm ortanoktalar: sirasiyla
E,F olsun. Bu dértgende [BC| = |DA|
ise [AB],[CD],[EF] dogrupar¢alarimn ortadik-
melerinin ya paralel yahut da noktadag oldugunu
gosteriniz. -
- Coziim Bu problemi ¢6zmek igin,
sozkonusu ¢ ortadikmeden herhangi ikisinin
kesigmesi halinde, {iglinciisiiniin de  bunlarin
kesisim noktasindan gececegini gostermek kafidir.
Yalniz bir hali incelemekle yetinecegiz : [AB] ve




[CD] nin ortadikmeleri .Z noktasinda kesigsin.

|AZ| = |BZ|,|DZ| = |CZ| ve bastaki
varsayimimizdan da |AD| = |BC| oldugundan
ZAD ve ZBC figgenleri esittir. Demek ki bu

uggenlerin mitekabil kenarortaylari olan [Z F] ve
[ZE] dogrupargalari da esit olup, Z, [EF] nin de
ortadikmesi tzerinde kalmaldir.

( Coienler : Ismail Yimaz, Alaattin Aktag,
Atasagun Baysal, Yasar Kandur, Burhan Biner, Turgay
Uckun, flyas Kiireli. )

A65.  ABC bir egkenar uggen olsun.

Uggenm iginde olup, AB veya AC iizerinde ol- -

mayan bir X noktas: verildiginde, BX ve CA
nin kesisim noktast K,, CX ve BA nm kesigim
noktast da L, olsun. XBC iiggeninin alam
Kz ALy X dortgeninin alanina esit olacak gekilde
secilen X noktalarinin geometrik yerini bulunuz.
) (Huseym DEMIR)

Cozim BXL, icgeninin alam
sozkonusu iki alana eklenerek; goriilir ki, X BC
uggeni ve K AL,X dortgeninin alanca egit
olabilmesi igin gerek ve yeter sart L,BC ve
ABK, tggenlerinin alanca esit olmalarnidir. Bu
ise ancak ve yalmz |BL,] |AK;| veyahut
da" | < (K;BA)| = | < (LyCB)| halinde
mimkundir. Demek ki :

] < (CX[fz)I = [ < (CBI{J))I + i < (LxCB)'

=60°— | < (K BA)|+| < (Ls CB)]
= 60°
olmahdir. Yani, istenilen geometrik yer iiggenin
B, C' koselerinden ve agirbk merkezinden gecen
cemberin ii¢gen iginde kalan yayidir. Yénli alan-
lar kavram ithal edilerek gemberin tamami ge-
ometrik yer addedilebilir.

( Cozenler : Ismail Yidmaz, Ugur Yildiran, Alaat-
tin Aktasg, Atasagun Baysal, Yagsar Kandur, Turgay
Ugkun, Ali Tombak, Metin Bekil. Sevket E. Aydin, Ilyas
Kiireli. )

Y61. [BC] dogrupargasini cap kabul
eden bir ¢ember {izerinde, sozkonusu capm farkli
taraflarmda kalan sabit bir A ve degisken bir X

noktasi almsin. AX dogrusu [BC] yibir E nok-

tasinda kessin. |EX| uzunlugunun alabilecefi en
buyiik degeri alabilmesiicin gerek ve yeter sartin

]BXI |CA| 1 L
1ox| = Ba)”®

oldugunu gosteriniz. (Huseyin DEMiR)
Coziim : Cemberin merkezi baslangig
noktasi, B -den C ye dogru yonlendirilmis

BC' dogrusu da z-ekseni olacak sekilde bir
zy koordinat sistemi alalim. Cemberin birim
yarigaplt oldugunu farzedebiliriz.  Boylece A
mn koordinatlar (tabii o sabit olmak iizere)
(cosa,sina), X in koordinatlar: da (cos¢,sin¢)
olarak alnabilir. Tabiiki 0 < e < 7, T < £ <
2m olup E nin koordinatlar: (e,0) seklindedir.
A, X, E dogrudag noktalar olduklari igin,

e 0 1 :
det | cosf siné 1 =

cosa Sina: 1

e(siné ~sin ) + (cosésina — cosasiné) = 0
olup, buradan

= sin (§ — &)

sin§ — sin o
bulunur. Boylece |EX| = u yazarsak
sin (€ — «)

siné - sin &

u? = ( —cos€)? +sin? ¢

— sin? cosé — cosa, 4
N 5[(sin§—sina) +1]
2sin? € :
= m[l —cos (£ — )]
4sin? ¢ sin? ((€ — @)/2)
" 4sin® (€~ 0)/2) cos? (€ — @)/2)
_ dsin’ (¢/2) cos” (€/2)
cos? ((€ - a)/Z)

Boylece
I 1 cos((§é—e)/2)

u "~ 2sin(€/2) cos (€/2)
_ lcos(£/2) cos(a/2)+sm (€/2)sin (a/2)

T2 sin (£/2) cos (£/2)
= isina [csc(%)csc(g) —i‘—sec(%)sec(g)}

Simdi de ¢ ye gore tirev alimarak

diﬁ(%) = %sina [— csc(%) cot(g-) csc(%)

+ sec (%) tgn (g) sec (g)}




Bu tirevin yokolmas: igin
Oy eand (&) 1 =
tan(z)tan (2) 1=0

yani

ICXI\° _ |B4]
(W) T ICAl
gerek ve yeterdir. v
( Gozenler : Ismail Yilmaz, Alaattin Aktas,
Atasagun Baysal, Yagar Kandur, Murat H. Beybaga, Firat
Aydin, Ali Tombak, Metin Bekil, Ilyas Kiireli, Erhan

Gtirel, Cem Sezer. )

Y62. Hangi digbiikey dortgenlerin igine,
kogelere birlestirilmesiyle ortaya ¢ikan dort
lcgenin alanlan esit olacak sekilde bir nokta
verlestirilebilir ? (Erhan GUREL)

Coziim Bu kolay gorinen, fakat
¢oziimi esasli mantik becerileri gerektiren prob-
lemi, bilhassa “gerek gart, yeter sart” konularinda
Sgrencilerine ornek vermek isteyen oOgretmen
meslekdaslarimin dikkatine sunuyorum.

ABCD  digbiikey  dortgenin  iginde
Axsp = Axpc = Axcp = Axpa olacak
sekilde bir X noktasimin oldugunu varsayahm

Axpa = Axcp oldugundan, C ve A nok-
talamm XD ye esit uzaklikta olmahl, yani XD
dogrusu [AC] yi ortalamahdir. (Neden 7) Aym
gekilde X B de [AC] yi ortalamahdir. Boylece
¢ger X, AC lzerinde degilse (olsa ne olur
Ty B, X,D noktalarn dogrudasg olmali, yani X,
BD kosegeni lzerinde kaldiga gibi, BD de [AC]
. ortalamahdir. Demek ki istenilen ozellige
p bir noktanin bulunabilmesi igin ABCD
: kOsegenlerinden en az birinin digerini orta-
as1 gerek sarttir.” Bu sartin aym zamanda
veter oldugunu iddia ediyoruz : ABCD nin
kogegenlerinden birisi (diyelim BD) digerini
ani [AC] yi) ortalasin. X noktas:t [BD] nin
ortancktas: olarak ahmabilir !

{ Cozenler : Ismail Yimaz, Atasagun Baysal, Tur-
gay Uckun, Firat Aydin, nyas Kiireli, Emre Alkan. )

YG& Kogeleri - ¢evrel cember tizerinde
A, B,C, D geklinde siralanmig bir ABC D kirigler

dortgeni ayni zamanda bir tegetler dortgeni ol-

sun. ¢ = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, d =|DA]|,
2= |AC|, f=|BD]| olmak tzere

(a+b+c+d)® > 8ef

oldugunu, esitligin de ancak ve yalmiz ABCD

nin bir kare olmasi halinde miimkiin oldugunu
gosteriniz.

Coziim : ABCD bir tegetler cemberi
oldugundan, @ + ¢ = b+ d, aym zamanda da bir
kirigler dortgeni oldugundan, Batlamyus Teoremi
vasitasiyla ac + bd = ef olmahdir. Boylece

(a+b+e+d)? = (atc)’+(b+d)*+2(a+c)(b+d)
- =2(a+0)? + (b +d)’]
= 4(ac + bd) + 2(a® + b* + ¢* + d?)
= 8(ac + bd) + 2((a — ¢)? + (b — d)?)
=8ef +2((a—c)® + (b—d)?)
> 8ef

bulunur. Tabii ki esitlik ancak ve yalmz a = ¢
ve b = d halinde, yani ABCD nin kare olmasi
halinde miimkundir.

( Qozenler :
Yasar Kandur, Burhan Biner, Sevket E. Aydm, Turgay
Ugkun, flyas Kiireli, Erhan Giirel, Emre Alkan. )

Y64.

Ismail Yilmaz, Atasagun Baysal, -

5°4+2=17%

denkleminin z ve y tamsayl ¢Oziimlerinin ola-
mayacagini gosteriniz.
Coziim : 3 devirli aritmetik kullanarak

5=2=17=-1 (mod 3)
oldugundan denklemimiz

(=) =1=(=1)Y (mod3)
verecektir. Bu ylizden y ¢ift olmalidir. Bu sefer
5 devirli aritmetik kullanarak ve 17 = 2 (mod 5),
5=0 (mod 5) oldugu hatirlanarak,

=2 (mod 5)
veya

w-l=1 (mod 5)

elde ederiz ki bu ancak y — 1, 4 e bolintyorsa
miimkiindir. Halbuki y ¢ift olmalidir.

( Cozenler : Atasagun Baysal, Yasar Kandur,
Selguk H. Dilgeroglu, Namk G&k, Burhan Biner, Banu
Yiiksel, Murat H. Beybaga, Emre Alkan. )

Y65.
42 — 2" + 25— 32t +2? -2+ 1>0

esitsizliginin biitiin z gercel sayilan icin dogru
oldugunu gosteriniz.



Coziim : Arn
ortalamadan b
gergel sayisi icin

sa geometrik

5

rhangi bir =

{2}, (3), (4) esitsizliklerini taraf tarafa

82% 4+ 22 + 222+ 2> 42”7 + 62 + 22

> 2 (1)
> 2t (2)
> 42" (3)
> 4zt (4)

ve iki tarafi da 2 ye bolerek istenilen egitsizlik elde
edilir. Esitlik olabilmesi i¢in (1) ve (3) esitlik ha-
line gelmeli yani ayni anda ¢ = 1 ve z = 1/2

. olmalidir ki bu imkansizdir.

( Cozenler : Ismail Yilmaz, Atasagun Baysal,
Yagar Kandur, Selguk H. Diilgeroglu, Burhan Biner, Mu-

‘rat H. Beybaga, Burgin Giinay Firat Aydin, flyas Kiireli,

Emre Alkan. )

DUZELTME

Y56 ve Y58 e dogru cevap gonderen okuyucumuz
[smail Yilmaz'm ismi, bir ihmal neticesi ilgili problemin
cozlimiiyle birlikte yayimnlanamamagtir. Ogziir dileriz.

Dergimizin 3. cildindeki Problemler ve Coziimler kdsesini biiyiik bir 6zveri ile yiiriiten degerli
arkadagimiz Cem Tezer’e siz okurlar adina Yazi Kurulu olarak tegekkiir ederiz.

OKURLARDAN
1)
(1)? 1
(1? = 121
(111)? = 12321
(1111)* = 1234321
(11111)2 = 123454321
(111111)% = 12345654321
(1111111)2 = 1234567654321
(11111111)2 123456787654321

2) 12345679 saywsini 9’un 81’ kadar olan katlar ile ¢arparsak agagidaki sayilan elde ederiz.

12345679 x 9
12345679 x 18
12345679 x 27
12345679 x 36
12345679 x 45
12345679 x 54
12345679 x 63
12345679 x 72
12345679 x 81

= 11111111
22222229
= 33333333
44444444
55555555
66666666
TITTTTTT
88888888
= 99999999

il

I

Hatice Akkog, Ozlem M avrak, Gukurova Universitesi, Matematik Bolumi, I. sinif 6grencileri

a

) Okurumuz Y.Miih. Gingér Bingolin 07.06.1993 tarihli mektubunda “Matematik ve Tabii
Ilimler Mecmuasi” ve “Matematik-Fizik-Kimya” dergileri hakkinda verdigi bilgiler icin tegekkiir ede-

TiZ.
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