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Euler (1707-1782) 1936 yi1hnda zamaninin
¢ozumu bilinmeyen Konigsberg Kopriisi prob-
lemini ¢ozerek yalmiz topolojinin degil, aym
zamanda buginki anlamda graf teorisinin de

babas1 sayilmaya hak kazandi [1]. Fakat graf
teorisi bu yuzyihn ilk yarisinda 1930°da Kura-
towski [2] dizlemsel graflan karakterize eden
" Unli teoremi kanitlayincaya kadar matematikgiler
arasinda daha ¢ok topolojinin bir uzantis: olarak
ele alindi.  Fakat son 60 yil icerisinde graf

teorisi ve uygulamalar: tizerine yogun ¢ahgmalar

yapimakta ve bu gelisim artan hizlarda de-
vam etmektedir. Bu yazimzin amac graf
teorisinin ne etrafli gelismelerinden ne de, ne
oldugu hakkinda ozet vermek olacaktir. Amag
ozellikle matematigin diger dallarinda ugrasan
Turk matematikgilerine ve matematige ilgi duyan
herkese graf teorisinde, yeni ve anlasilmas: kolay,
fakat ¢ozimiiniin var oldugu iddia edilen bir graf
teorisi problemi ile davetiye sunmak olacaktir.
Bu davetiye ¢ikarilirken graf teorisinin geometri
ile iligkili olan Gerhard Ringel’in bir problemi-
ni ozellikle se¢tigimizi burada belirtmek istiyoruz

(6].

Dizlemsel graflarin - bazi  geometrik
sekillerle iligkisini ortaya koyan ve birbirlerinden
bagimsiz Wagner (1936) [3], Fary (1948) [4] ve
Stein (1951) [5] tarafindan kanitlanan su teoremi
verelim:

Teorem (Wagner, 1936). Her diizlemsel
graf dizlemde kirigleri dogru parcalar: seklinde
cizilebilir.

Yukaridaki teoreme ornek olarak, Sekil
1’deki graf Sekil 2°de egrisel kirigler yerine dogru
pargalar1 kullanilarak tekrar ¢izilmistir.

Sekil 1

Sekil 2

1990 yihnda Wagner’in "80.  yildoniimii
onuruna Bodendiek tarafindan toplanan graf
teorisi ¢aligmalar: igerisinde taninmig graf teorici
Gerhard Ringel’in su problemine rasthiyoruz.

Ringel Esalanh dizlemsel Graflari:
Dogal olarak duzleme gizilen her diizlemsel graf
birbirleri ile degigik komsuluk iligkileri igerisinde
kapali cevrimler (graf teorisi deyimi ile yiizler
veya bolgeler) olugtururlar. Ornegin Sekil 1 ve
2’deki diizlemsel graflar 5 tane i¢ yuz ve bir tane
de tum grafi ¢epegevre cevreleyen dig yiizden
olusmaktadir. Burada ~uzlemsel graf ¢iziminde
bu yiizlerin alanlan tizerine hi¢ bir simirlama ge-
tirilmemigtir., Ringel verilen bir diizlemsel grafin
dig ylizii hari¢ tiim i¢ yiizlerinin birbirlerine eg
alanh olarak ¢izilip ¢izilemeyecegini incelemis

* Diizlemsel graflarin geometrik ozelliklerini ele alan bu yazidaki tamimlar: hatirlamak igin Matematik Diinyasi, Cilt
3, Say1r 1 ve Say1 2'de yaymlanan “Graf Teorisi I” ve “Graf Teorisi II” bashkli yazilara balalabilir.
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ve Sekil 3 ve 4'deki esalanh diizlemsel graflarn  cizilemeyecegini gostermektedir. Fakat Ringel

vermistir. tiim diizlemsel kiibik graflarin egalanh olarak
cizilebilecegini iddia etmektedir. Her diiglimiine
tam olarak ti¢ dal baglanmig olan graflara (yani
3-1i diizgiin graflara) kitbik graf denildigini bu-
rada belirtelim. Egalan kiibik dizlemsel kon-
jektirii Ringel’in  onerdigi cebirsel yontemle
kanitlanmasimin kibik graflann dugim sayilan.
artmasi ile orantih olarak ¢ok zorlagacag agiktir.
Bu nedenle yazar konuyu bir geometri prob-
lemi geklinde ele alarak genel olarak kiibik
diizlemsel graflarin egalanh olarak ¢izilebilecegini
gostermigtir [7].

Sekil 3

Sekil 4
Sekil 6

Daha sonra QJekil 5’deki dizlemsel grafin esg
I olarak giziminin imkansiz oldugunu uygun  Sekil 6’da geometrik kriterler kullamlarak cizi-
sransformasyon ile diizlemsel grafin dig yliz  len egalanh bazi kiibik diizlemsel graflara yer
mierini (0, 2), (0, 0) ve (11, 0) koordinat-  verilmigtir. Bu konuda yazarmn cahsmalart de-
vam etmekte olup asagidaki problemi okuyucu-
nun dikkatine sunmaktadir.

Problem 1. Herhangi bir diizlemsel grafin
esalanh olmasi igin gerek ve yeter kogullar neler-
dir?

Problem 2. Sekil 7’de graf teorisinde
¢ok iyi bilinen Tutte’in kiibik grafi bilinen bigimi
ile esalan ozellifi dikkate alinmadan cizilmigtir.
Okuyucuyu konuya daha fazla ¢ekme diigtincesi
ile bu diizlemsel grafin esalanh olarak bir ¢izimini
bulmaya davet ediyoruz.

{0, 0 . (i1, 0)

Sekil 5

Bu ise bazi diizlemsel graflarn  egalanh



Sekil 7
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_[z+3 0LZe<g,
h(:c)_{ 2 — 2z, %<a:§1
fonksiyonu ile baglayalim.
yA
P X
Grafikten de goriildigi gibi h(2) = 2

- 3
oldugundan %,h nin bir sabit noktasidir. “Sabit

nokta ne demek?” diye bir soru akla gelebilir.

Bir f fonksiyonunun (efer varsa) f(z) = =z
bi¢imindeki bir noktasina f ’'nin sabit bir nok-
tasi denir. (Bir fonksiyonun sabit noktalarini, bu
fonksiyonun grafigini y = = dogrusu ile kestirmek
suretiyle bulabilirsiniz.) Diger taraftan

z) = fof(e),
ff(z) = fofo---of(z)
| —

n tane

gosterimi kullanmilirsa,
{ f™(zo) = zo,
¥ (o) # o,

bi¢imindeki bir g noktasina f ’nin periyodik ve
n periyodlu bir noktas: denir.

SORIOR

k=1,2,...,n—1,

ve
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.2 periyodlu bir nokta, % ise 3

noktadir. Peki ya diger periyodik
Acaba A 'nin periyodu 1993 olan bir
mudir? Isterseniz yazimizin devamini
bu soruya yanit arayabilirsiniz. Teo-
ermelerin kamtinda (belirterek ya da
11} stk sik Ara Deger Teoremine ve bir
nun- surekhiligi kavrammna bagvuracagiz.
n disinda fazla bir malzemeye ihtiyacimz

VAT

Ara Deger Teoremi: Eger f:[a,b] - R
=kli bir fonksiyon ve yo, f(a) ile f(b) arasinda
:hanm bir say1 ise, f(xo) = yo olacak bi¢imde
bir zq € [a,b] says1 vardlr
Onerme 1. f : [a,b] — R sirekli bir
fonksiyon olsun. Eger f([a,b]) D [a,b] ise f nin
~en az bir sabit noktasi vardir.
Kanit. g : [a,b] — R, g(z) = =z ~ f(z)
fonksiyonunun stirekli oldugu agiktir.

¥

o

flay degerii¢in'3 durum soz konusudur.
1. f(a) = a ise a sabit noktadir.

2. f(a) > aise f([a,b]) D [a,b] oldugundan
en az bir ¢ € (a,b] igin f(c) = a ’dir.

a— f(a) <0
c—fle)=c=a>0

oldugundan ‘Ara Deger Teoremi geregince
g(zg) = 0 esitligini saglayan bir zo, €
(a,¢) C [a,b] vardir. Dolayisiyla zg, f nin
sabit noktasidir.

g(a) =
9(c) =

[

. f(a) < a ise en az bir ¢ € (a,b] igin
flc) =b’dir. ¢ # b ise,

g9(a)
g(e) =

a— f(a) >0,
—fley=c—=b<0

Il

oldugundan Ara Deger Teoremi’nden g(zo) = 0
esitligini saglayan bir zo € (a,c¢) vardir. Bu da
zo 'In f ’nin sabit noktasi olmasi: demektir.

Onerme 2. f: A — R (A C R) siirekli
bir fonksiyon ve g(z) = —f(—z) olsun. z € A
iken f™(z) = z olmasi i¢cin gerek ve yeter kogul
g"(—z) = —z olmasidir. Ayrica z < f%(z) <
f(z) ise, g(—z) < g*(—2z) < —z olur.

Bu 6nermenin kanit1 ¢ok basit olup merakh
okuyuculara birakilmigtir.

Onerme 3. f : [a,b] — R siirekli ve
le,d] € f([a,b]) olsun. Bu durumda f([u,v]) =
[e,d] olacak bigimde bir [u,v] C [a,b] arahg
vardir.

Kamt. [¢;d] C f([a,b]) verildi§inden
f(z) = ¢ ve f(y) = d bigiminde z,y € [a,b]
sayilart vardir. 2z < y oldugunu varsayalim.
(z > y olmasi durumunda benzer yontem uygu-
lanir.)

A={z|f(z)=¢c, z<uy}

kimesi ustten simirhidir. R nin tamligindan A
kiimesinin supremumu vardir. Bu supremuma u
diyelim. n € N igin 2, € A olmak lizere n — oo
iken z, — wu bi¢imindeki bir (zn)neny dizisini
gozoniine alahm. Her n € N i¢in f(z,) = ¢
oldugundan n — oo i¢in f(z,) — ¢ dir. f ’nin
sirekliliginden f(u) = ¢ elde edilir. Dolayisiyla
u € A sayist A’nm maksimumudur. Diger
taraftan

B={z]f(2)=d, z>u}

kiimesi alttan simirl olup bir infimuma sahiptir.
Bu infimuma v diyelim. Yukaridaki kanita ben-
zer bir yontemle v ‘nin B 'nin minimumu oldugu
gosterilebilir. Ara Deger Teoreminden

[e,d] C F([u, v])

elde edilir.

Simdi  f([w,v]) = [e,d] oldugunu
gosterelim. Varsayalm ki f([u,v]) # [c, d] olsun.
Bu durumda f(k) ¢ [c, d] bigiminde bir k € [u, v]
sayist vardir.  f(k) < ¢ olsun. (f(k) > d ol-
mast durumunda benzer yontem uygulanir.) Ara
Deger Teoremi’nden f(I) = ¢ olacak bigimde bir
[ € (k,v) vardir. Bu da u 'nun tamm ile geligir.

Artik tim hazirhklarn tamamladigimiza
gore asil teoreme gegebiliriz.

Teorem. I C R bir aralik ve f: 1 — R
stirekli bir fonksiyon olsun. Eger f nin periyodu
3 olan bir noktasi varsa her periyoddan noktas:
vardir.
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Kanit. z, f ’nin 3 periyodlu bir noktas:
olsun. x, f(z), f%(z) sayilarmndan en kiigiigiine a
diyelim. a ’nin-da 3 periyodlu bir nokta oldugu
agiktir. b = f(a) ve ¢ = f(b) olsun. Bu durumda

va a<b<c¢ yada a<c<b
olur. a < b < ¢ oldugunu varsayahm. (Aksi halde
g(z) = —f(—z) fonksiyonu igin aym yontem

uygulanir. Bkz. Onerme 2) _
¢ = f(b) ve a = f(c) oldugundan Ara
Deger Teoremi geregince :

f([b.c]) D [a,c] O [b.c]

olur. Onerme 1’den f ’'nin [6, ¢] *de bir sabit nok-

- tast vardir. Diger taraftan

[a,c] € £*([a, b))

‘oldugundan f2 'nin [a,b] ’de bir sabit noktasi
vardir.  f? ’nin [a,b] *deki sabit noktasi f 'nin
sabit noktast degilse bu nokta f ’'nin periyodu 2
olan bir noktasidir. f? 'nin [a, ] *deki sabit nok-
tasmmn f 'nin de sabit noktasrolmasi durumunda,
f(b) = ¢ ve f siirekli oldugundan f’in [a,b]
aralifinda bir zp < b maksimum sabit noktasi
da vardir. Bu durumda eger z € [a,b] bir sabit
nokta ise z < zp < b’dir. f ’nin siirekliliginden
dolay1, yeterince kiigtik bir € > 0 says1 ve z; =
zo+ € igin @ < f(z1) < b olur. Ustelik f ’nin
[21, 8] *de sabit noktas: yoktur. f(z1) = a; olsun.

F(lz1,08]) D [ar, e} D [bye] ve  f([b,c]) D [a,c]

oldugundan

[a,b] C

f2([z1’ b]) D [aYC] 2 [zl)b]

olur. O halde f? ’nin [z;, 4] *de bir 1 sabit nok-
tast vardir ve bu nokta i¢in f(z1) # z; dir. O
halde z; noktas: f ’nin 2 periyodlu noktasindan
bagka bir sey degildir. Simdi f’nin » > 3 icin
n periyodlu noktasinin varhigim gosterelim. Ara
Deger Teoremi ve Onerme 3’ten

f(lb,¢]) D la,c] D [a,b] oldugundan f(I;) = [a,b]
bigiminde bir I C [b, ¢] araligy, f([b,¢c]) D [a,¢] D
I, oldugundan f(Iy) = Iy bigiminde I3 C [b,c]
araligy ve f([b,c]) D [a,¢] D I oldugundan
f(Iiy1) = I bigiminde bir Iy C [b,¢] arahfh
vardir. Bu yolla elde edilen {£;}{2, aralik dizisi

icin,
fh)y = Jlab],
fn(Iﬂ) = [aab]7
olup, n = 2,3,4,... i¢in,

F(Inzt) = F([a,b]) D [bc] D Ly

saglanir. Onerme ’den, f™ ’nin I,_1’de bir p
sabit noktast vardir. Yani f*(p) = p dir. n >3
1¢in

K0 0, P r () € Brcl 1 (0) € [, ]

ve f*(p) = p € [bc] oldugundan, efer
f"~(p),[a,b] 'nin bir i¢ noktasi ise p, f nin n
periyodlu bir noktasidir. (f*~!(p) 'nin a’ya da
b ’ye esit olmas: durumunda p = f*(p) = b ya da
¢’dir: Buradan f(p) € [b,c] veya f2(p) & [b,c]

~elde edilir. Buise n > 3 olmas: ile celisir.)

Bu teoremden sonra h : [0,1] — [0,1]

5 0<e<sy,
’?("”)"{ 2-%, l<az<l

fonksiyonunun birakm 1993 periyodlu‘ noktasimmn
varhgini, her periyoddan noktasmnin var oldugunu
soyleyebiliriz. Bir bagka fonksiyon olarak

f:R R,

f(x) = aa:(l - .’L’),

fonksiyonunun periyodik noktalari hakkinda ne
soyleyebilirsiniz? (Fazla bir ey soyleyemezseniz
iiziilmeyin. Cunki bu masum gorinigli
fonksiyon size karst kaosun biitiin tuzaklarm:
kurabilir!)
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