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Gergel 'sayi dizilerine iligkin limit bil-
gisi: ¢ok onemlidir. Kendi basina ¢ok onemli
olmanin otesinde, gercel defiskenli ve gercel
degerli fonksiyonlarmm stirekliliklerini agiklama,
kavrama ve kanitlamada belki daha da 6nemlidir.
Biz bu yazida, hepsi de kendi baglarma yete-
rince ilging olan dort inli limit probleminin
cozumleri ile ilgilenecegiz. Supremum ve infimum
kavramlarmy ve bir gergel sayiya yakmsamanin
ne demek oldugunu az ok bilen’ herkesin,
kanitlamalara katilma cabasi gosterdiginde, an-
- latilanlar1 kavrayacagimi umuyoruz.  Yalmizca
gergel say1 dizileri ile ilgilenecegiz.

Bog olmayan bir A C R alt kiimesinin
bir ust sinury, ¥V a € A igin a < « esitsizligini
gergekleyen o gergel saysidir; en kiguk ist sinire
yanr supremumu ise A 'nin bu nitelemeye uyan
ozel st smiridir, yani kendisinden kesin kiigitk
kalan hi¢ bir gergel saymin A nin bir st smin
olamadig tist simiridir; bagka bir yazigla, A mn
o ust simrina ancak ve yalniz

Ve>0 igin da. € 4, 0 —e< a

kogulu gergeklendiginde A kiimesinin supremumu
“denir ve o = sup A yada o = ekiis A yazihr. Alt
smir ve en buydk alt siner yani infimum kavram-
lar1 benzer bi¢imde tanimlanir.
Ana Teorem. i) Ustten smirh ve bog ol-
-mayan herhangi bir A C R alt kiimesinin tek bir
supremumu vardir.
ii) Alttan sinrh ve bog-olmayan herhangi
bir A C R alt kiimesinin tek bir infimumu vardir.
- Problem 1. Bir {a,}3%, gercel say:
dizisinin, yakmsak bir alt dizisinin yakmsadig
gercel sayiya {an )5, dizisinin bir yijilma nok-
- tasy denir. Hatirlatma: Indisleri yani numaralarr,
kesinlikle artan ny < ny < - < npyy < Nppgq <
. dogal sayilar: olan terimlerin olusturdugu
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{an, }X_; dizisine, {a,}%%; dizisinin bir- alt
dizist denir. v

{azn—1}nzt, {asnyatnzy, {asn}nl,

dizileri {a,}5%, dizisinin alt dizi ornekleridir.
érnegin ilkinde n,, = 2m —1 dir. a,, teriminin
esas dizideki numarasinin n,, buna karsihik alt
dizideki numarasmin m olduguna dikkat edilme-

lidir. Sonlu tane yigilma noktasi olan bir kag
diziyi amimsayalim:
a, = (=1)",
b - 14+ (=" 1
n 2 n7
- (-DiEl 4 %, n tek ;
bn = —logl — n ¢ift

{an}52, dizisinin y1g1lma noktalar: yalmzca z =
~1 ve ¢ = Ddir. {b,}52, dizisinin yalmzca
z =0 ve z = 1 yigilma noktalarna yakinsayan
alt dizileri vardir. {c,}52, dizisinin yig1lma nok-
talarr ise —1,0 ve 1’dir. Simdi suna dikkat ede-
lim:

1 11 11 1

sttty

1 11 11 1

mTTm T rmtyo
rasyonel sayilar1 “sayilabilir tanedir”, yani dogal
sayilarla indislenebilirler (numaralanabilirler).

Boyle bir numaralama ile bir {z,}5%, dizisi
tanmimlanmig olur. Bu dizinin tum yigima nok-
talarinm

1 1
g g

oldugunu okuyucu gérebilmelidir. Demek ki son-
suz tane yigilma noktasi olan gergel say1 dizileri

tamimlanabilir. Dahasi; biitiin pozitif rasyonel

1

-sayllar1, ki sayilabilir tanedirler, numaralayarak

tanimlanan {r;,}22 ; dizisinin tiim y1g1hma nokta~
lar kiimesi ise [0, 00) arahigidir, neden? Herhangi
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bir {2, 152, gergel sayr dizisinin tim. yigilma
noktalari - kiimesinin infimumu - lim -z, ya da
liminf,, &, igareti ile gosterilir. Sozii edilen in-
fimum yoksa lim 2, = —oco yazhr. limz, ya da
limisup,, x,, isareti ile de sozu edilen dizinin tim
yigilma noktalarmmn supremumu gosterilir.  Su
bilgileri ekleyelim: 1) Bir {an}3%, dizisi yakinsak
ise. tiim alt. dizileri de ayn: limite yakinsar; ii)
lim @, ister bir gercel sayi ister —oo - olsun,
daima {2,}°% dizisinin bir yifilma noktasidr,
vani {2, 152, dizisinin uygun bir alt dizisi im z,,
degerine yakinsar; iii) Benzer gercekler limz,
wgin gegerlidir.  Bu ilk bélimde su problemle
ufrasacafiz: Sonlu tane yifilma noktas: olan oyle
smarle bir {a, 152, gercel sayr dizisi bulabm ki,
bu dizinan aritmetek ortalamalar dizisinin sonsuz
tane yifilma noktast olsun. {a,}5%; dizisinin
~aritmetik ortalamalar dizisi, terimleri o, =
Guktatodln glan {0,152, dizisidir. Once gerekli
temel bilgileri gorelim:

11, lim a, = sup, inf{a,,a,41,...} ve
‘ fi—;ﬁan = inf, sup{(zmcznﬂ,‘..} e§it}ik1eri her—
‘Bunlary, yaziy uzatmamak igin ,gostermlyorm
O halde gu ok 6nemli somuca ulagihir: {a, 152,
dizist simirh ise; yani her bir n'€ N igin'a < a, <
b gercekleniyorsa, a < lim a, < lima, < b ko-
layca elde edileceginden, {a, }22 dizisinin [a,b]
araligimdaki en az bir gercel sayiya yakinsayan
- yakmsak bir alt dizisi vardir, neden?

1.2, Herhangi bir {a,}2%, gergel sayi
dizisi ve bu dizinin_herhangi bir {an, }o_, alt
""" gecerlidir.
Elbette gunku {anm}m:1 “alt dizisinin yakinsak
herhangi bir alt dizisi, {a,}3% dizisinin yakinsak
bir alt dizisidir; neden? Dolaysi ile {a,, }o0_;
dizisinin herhangi bir yigilma noktasi olan £ igin
“lim ay < £ gecerlidir. - Isterien egitsizlik hemen
elde ediliv.
, 1.3, {bn}, bir  gercel sayiya
yakmsiyorsa, herhangi bir {e,}5%; dizisi igin
lim (ap +b,) = lim a, + limy, o b, gecerlidir.
Gergekten £y = lLm a, bir gercel sayr ise,

4 = DMpseo G, gercekleyen {an, }o., alt
dizisini belirleyen ny < ng < - ny < --- nu-
maralary yardimi ile once £y = limpooo bp =

iMoo by, ve sonugta £y + £y = lim(a,, +
by, ) gergekleneceginden, tanum geregi hemen,
lim (an + by). < 41+ £5 bulunur. lim (a, + b,) <

b2y gerceklegsemeyecegi kolayca goriilir, ¢linkd
-aksi halde,
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‘gegerlidir.

gergekleyen yakinsak bir {an., + by, 1302 duxsx’
var olurdu ve sonugta

- bn,.)

lim ay, = lim ({(an, +bn,.)
P~ OO M-
= hm (an + bn) - ngurgo bNm
= lim (an +b,) ~ 45
< 4 < lim ap,,
M= 00
celigkisi dogardi. lim a, = —oco halini okuyucuya
birakiyoruz.

1.4. Herhangi bir {a, }3% dizisi ve her-
hangt 0 < ¢ verildiginde, ¥V n > N i¢in hm ay —
€ < apn gergeklenir. Elbette, yine lim a, = —oo
halini apagik oldugundan irdelemeden gegiyoruz.
Simdi lim a,, = ¢ bir gercel say: iken, sozii edilen
nitelikte bir N dogal sayisi tanimmlanamasayds,
Sncelikle 6yle bir 1 < n; dogal sayis1 var olurdu
ki an, < ¢ —e gegerli olurdu. O halde yine oyle
bir 2ny < ng vardir ki @, < £~ € olurdu; vb.
Tiimevarim ve bu diiglinceler yardimu ile 6yle bir
{an,, }$_, alt dizisi tammlanabilirdi ki her bir
m €N iin an,, < {— € ve sonugta

f{an ;s Oy Cnpas - -

J<l—e

gecerli olurdu. Sonugta

supinf{an ., Gnirs Gnpyar -+ o}
m

< b—e<f<lma,,

ma,, =

celigkisi dogardu.
1.5. Herhangi bir {a,}3%
daima

lim a, < I_l_m‘fni Yﬁﬁa’n‘g E’Tﬁ“an

Biz yalmizeca lim a, < lm o,
egitsizligini gosterelim.  lim @, = —co hali
apagiktir. Simdi £ = lim a,, bir gercel say1 olsun.
0 < € yeterince kugik olsun. 1.4. nedemyle, uy-
gun bir N sabit dogal sayisi sayesinde, Vn > N
igin £—¢ < ay gecerlioldugundan, sonu¢ta n > N
igin

a1 +as+---+ay
n
aNt1t ANyt ap

+ n
_:;1__!_ (n-—N?Z(Zwe)

= Zhe-9u-)



gecerli-olur ve dolaywst ile 1.3, yardumi ile, ko-
layca

. . A N
lin 0,y > lim (—~+(f~e) (1——)) e
n n :
bulunur; burada A = aj+as+- - +ay yazlnistir.
Okuyucu, ¢ok zorlanmadan

Vn2> N, op <Gy ise lima, <lim 3

oldugunu “gésterebilir ve bunu yapmalidir. O
halde her bir pozitif € i¢in £ —¢ < lim o, olmak-
tadir. Bu ise, £ < lim o, demektir; aksi halde
kagmilmaz olarak lim o, +¢q < £—¢o gercekleyen
bir pozitif ¢; var olurdu, neden?

1.6. Simdi problemimizi ¢dzelim. Su diziyi
tatimlayalm. ~a; = 1,a; = =1 ve her m dogal
sayisi i¢in

M w={_}

Demek ki, a3 = l,as = —~1,a5 = ag = ;a7 =
ag = —1,... olmaktadir. Bu dizinin tastamam
iki y1g1lma noktasi oldugu halde, aritmetik orta-
lamalar dizisi {0, }52; sunlar gercekler. Once
her n € N i¢in o9» = 0 olur, c¢iinkii dikkat
edilirse burada pay, yani a; + ag 4 -+ agn, Once
az+ a4+ -+ az» dir ve dolayisi ile

M <n L 2m 4 gm-t
2m 4 2m-l oo < gmL

1
((ageqq + -+ ageyoe-1)

n

o
il

1 .
“+ (02k+2k—1+1 + e + a2k+1))

n—-1
— (2]6—1_2](7—1))

k=1
vani sifirdir. §imdi & sabit dogal sayisini alalim.
Her n € N i¢in

(a1 +az+ - +as)

Tgnfon=k = on 4 on—k
+ (a2rg1 +azngs + -+ dpnggn-s)

on +2n—k

ek 1
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olur, ¢iinkii pay ifadesinde yer alan ilk parantez
sifirdir. Ikincl parantez iginde toplam 27~ tane
+1. vardir; ¢unkd bu ikinci parantezdeki tim te-
rimlerin numaralari apagiktir ki > 2" ve tistelik
< 2" 4271 gergeklerler. Demek ki (*) dizisinin
aritmetik ortalamalar dizisinin,

111 1

Oygygygw"am:"'

“aragtiralm: Oyle sinarly bir {a, }22 - gergel say

degerlerini ‘alan (ve dolayist ile bu degerler
yakinsayan) birer sabit ‘alt dizisi vardir. Pek
{0,132, dizisinin baska yigilma mnoktasi “va
midir?

Problem  2.-  Simdi ‘de su diziy
dizist tamemlayalim ki kendist ve arttmetik ortala
malar dizisi arasinda

lim a,, < lim o, < lim o, < im @,

esitsizlikler: gecerli olsun. Isténen nitelikte bir
ornegin, yukarida ' tamimlanan: {a,}°2, dizisi-
oldugunu okuyucu kolayca gorecektir. ;

Problem 3. [0,1) arahgmdaki tim z
gercel sayilarinin tam kisimlart [z] = 0 gergekler.
Bu sayilarin herhangi birisinin =z = 0, 212023 <+
seklinde, bir ve bir tek tirlii belirlenmis bir 2--
tabanlt agilime vardir. Burada zq,2zs,... tam-
sayiar:, ya 0 ya 1 tamsayilaridir; bunlarm be--
lizli bir adimdan sonra hep 1 gitmelerini genelligi
bozmaksizin yasaklayabiliriz. Vietoris 1921’de su -
ilging 6rnegi nerdi:

f(0,$1x2:c3,“):H$1+x2+...+xn

n

seklinde tanvmlanan f : [0;1) — [0,1) fonksiy-
onu, 00 < € < & < 1 saylars ne olursa olsun
F([¢,8]) = [0,1] ger¢ekler; kisacas1 bu fonksiyon,
tamm araligindaki herhangi bir alt aralikta,
inamlmaz ve grafigi ¢izilemez bir bigimde stireksiz
sahnimlar yapmaktadir. Kanitlamay1 yine adim
adim yapahm.

3.1. Herhangi bir 0 < ro = %2 < 1 ras-
yonel sayisina karsihk zo = 0,000...011...1 ¢
[0,1) seklinde tanimlanan =zo gergel sayisi
f(®mo) = ro gergekler; burada virgiilden son-
raki ilk ng — mgo tane basamagm timii 0, son
my tane basamagin timi ise 1’dir ve zy sayisi,
no uzunlugundaki bu kalib1 stirekhi tekrarlamak-
tadir. Dikkat edilirse basamaklarin aritmetik or-
talamalar dizisinin

o S e e N R W I R R

g 2710

ya e

terimlerinden olusan = alt dizisi 7y rasyorel
sayisina yakinsar, ¢inki bu alt dizinin tim te-
rimleri zaten 2% = ro *dir. Simdi, dogal sayilarn
herhangi bir n; < ng < -+ < nyp. < -+ artigiile
belirlenen {o, }32; alt dizisine bakalim. Her bir
ng igin, Npng < ngp < (N + 1)ng gergekleyen ve
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tek turlu belirlenebilen bir Ny dogal sayisi vardir
ve elbette

2zt T,

. T’m == "
Tyt 2o+ (N
- Ny -ng
‘_4 (Nk—i-l)mg o 1
B Ni-ng 1+N}c

nedeniyle, aritmetik ortalamalar dizisinin. tim

diger yakinsak: alt dizilerinin. limitleri < ry ve

hatta = ¢ gercekler, neden? Bunedenle f(zo) =
< rgoolur.

3.2. Herhangi bir 0 < ¢ < 1 irrasyonel
saywisina monoton artarak yakimsayan bir rp, =
17’;—:— pozitif rasyonel sayilar dizisi vardir. Once
0 <'ry < ¢ gergekleyen r; rasyonel sayisini, sonra
max{ry,(g — )} < r» < ¢ gercekleyen ry rasy-
onel sayisini, sonra max{rs,(q — %)} <rz<gq
ger¢ekleyen r3 sayisini; v.b., belirleriz. Istenen

Coo{re)iy,  dizisi timevarnmla tammlanir.  Bu

dizinin paydalarinda yer alan nj dogal sayilart -

sonsuz. tanedir. ~ Sonlu tane olsalard:i, sonsuz
tane -7 g, Tks,. .. rasyonel sayisimn paydasmda
aynl- bir. N dogal sayist kullanmilmis olurdu ki
bu olanaksizdir, neden? Demek ki genelligi boz-
maksizin, yukaridaki dizinin paydalannin n; <
Ny < - < np < Npga < --- gergeklediging
varsayabiliriz, neden? O halde

M = NgTk < Nep1Te < Ngpp1Thl = M4l

nedeniyle paylar. da’ kesin bir monoton arfig
gosterirler. Simdi my — m; < np — ny olacak
sekilde bir k& dogal sayist bulalim. Tim % indis-
lerticin ngp — ny < my — my olsayds,
-y
g (3
esitsizlikleri bize 1 < -q celigkisini verirdi, ne-
den? - Bundan sonra my; — m; < ng — m
gercekleyen k. dogal sayilarinin en kicigtne ks
ve sonra my — Mg, < Ng — N, gercekleyen k

dogal sayllarmin en kiigigine k3 diyelim v.b.."

Tumevarimla 6yle yeni bir B, = %’fi‘u pozitif rasy-
onel say1 dizisi tanimlayabiliriz ki; kesin mono-
ton artarak- ¢ ‘irrasyonel sayisina yakinsar; hem

paylar, hem de paydalar kesin artarlar ve lstelik
My, = Mp_1 < N~ Ng=y esgitsizlikleri her bir &
indisi i¢in gecerlidir. Simdi

2, =0,000..011..1000..011..1 ...

seklinde tanimlanan z, ger¢el sayisini goz oniine
alahm. 1lk N, tane basamagmn ilk Ny —M; tanesi
0, son M; tanesi I dir, hemen ardindan gelen
Ny—Nj tane basamagin ilk (Ng—N1)—(My—M;)
tanesi 0 ve son My — M, tanesi 1’dir, ardi sira ge-
len N3— N tane basamaginilk (Nz—Ny)—(Mz—
M,) tanesi 0 ve son Ms — M, tanesi 1 dir v.b..
Okuyucu artik f(z,) = ¢ gerceklendigini, tipk
3.1.°deki gibi gosterebilir. =
3.3. (0,1 aralifmdaki 2-agihmh herhangi
bir ¢ = 0,zi@o23--- saywsi ve herhangi bir
sabit N dogal sayis: verilsin. aq,as,...,ay tam
sayilari geligi giizel 0 ve 1’ler olmak tlizere

F(0, 10y - ANTIP2T3 - ) = f(z)

gecerli olur, ¢iinkd her bir n > N igin, yeni
tanimlanan gercel sayinm basamak ortalamalar

ay+ag+-iFav+ e+t ray

n
_ é+x1+:1:2+»-~+a:n
n n
“xn—N-H + ZpoNga 2y

n

gercekler; burada A =
yazilmigtir ve

ay +ag + -+ oan

0 < BNy +Tnaygat o+ T <N

gergeklendiginden (neden?),

_1_4_ xn—N+1+$n~N+2+"‘+xn
123 n

én =

dizisi sifira yakmsar. Sonugta {8, 122 yakmsak

bir dizi olmak tizere, 1.3.lin benzeri olan
m(ay, + B,) = lim ay, + lim 8,
N OO

bilgisi kullanilarak istenen iddia elde edilir.
3.4..(0,1) arahginda, 2-tabanh agilimlar

z=0210925-- ve y=0,y192y3 -

olan her hangi iki gergel saymmn 2z < y
gercekleyebilmesi igin gerek ve yeter kogul, ilk
farkh basamaklar olan &, # ym g0 Zm < Ym
gerceklenmesidir. Ornegin

LTy Yy T2 = Y2 - 3 Tm-1 = Ym-1

ve ‘
Zm = 0<T=1ym




R T v 0 Ty
=) = Sttt o
n=1 k<m k>m
Y& 1 1
< Dot (W + g+ )
kE<m
- ye 1 Yr | Ym
T 2o tam o T gm
k<m k<m
Y
ke
< 25,; =y
n=1
elde - edilir. Hem gerek,  hem yeter kogul
gosterilmis  oldu, neden? Burada 2’mm
Tm+1, Tmy2, ... basamaklarmin  timiinin 1
olmadifmi  séyleyen bilginin  kullamildigima

dikkat ediyor muyuz? Bu sonug bir bakima,
gostergebilim sOzciigiiniin, sozlikte gostergesiz
sozcuglinden énce gelmesine benzemektedir; ilk
farkeden harf de (basamakta) alfabetik siralama
gozdniine alindiginda b < s olmaktadir.

3.5. Simdi yeterince kii¢iik pozitif ¢ < §
sayllar1 verilsin. 2—1,; < %—9 gergekleyen bir m
dogal sayis1 belirlensin.

0 1 k

2_m72—m.-"”’2-m_’“"

am—1 om
m. 7 Qm
kesirli sayillarmdan ardigik iki tanesi
k k+1
€< i—"T < —%— <é
gergekler, ¢iinkil dikkat edilirse,

k—1 k
<e< —

Qm - Qm

gergeklenecek bigimde tek bir k < 2™ vardir (ne-
den?) ve istelik § < Etl olamaz, neden? O

halde
() -

Bu sonuncuyu gostermek ise cok
k tam saywsinmn, ag,a,.. tam
art 0 ya da 1 olmak iizere,

de - edilir.
faydir.

1

.

k=0ap2°+ a9t + cee b ay 2™

minde tek tiirlii yazilabildigini bildigimizden,
sirhi sayismin 2-tabanl agilim

: ,
am 0, GmGpi10pm_g - -ap000---

Benzer bi¢imde
E4+1

5o = 0, Bmbm—y -+ bo000 - -
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ve ustelik :
0, @mttm—q - @000+ < 0, bbmoy - 500 .-+

gegerlidir. Simdi 3.1.’de tamimlanan. z, gercel

sayisinin agilimi zp = 0,Z1Zga%0s... olmak
lizere,
om < ¥ =0,amam_1 - aglegizostos - - -
kE+1
Qm

ve ustelik 3.3. nedeniyle f(z*) = ry olaca
apagiktir. Aynen, f(zy) =q ve

k+1

T

om
gergekleyen zj gercel sayisi da 3.2.deki zg
yardimiyla tamimlanir. Bitti!
Problem 4. Su iddia kugkusuz ¢ok
sagirticadir: Herhangi bir pozitif terimli {a,}32,
dizist i¢in

<zy<

n
T <al +an+1> >e

Qan

gergeklenir. Dikkat: {a,}5%, dizisi bir gercel
saylya yakinsarsa bu iist limit +o0o ’dur. Ornegin
lima, = a > 0 ise, uygun bir N; € N sayesinde,
n > Nj igin
ay + Gn+1>n

an

(1+e>"<<A—e>"<(

gergeklenir, ciinkii a1 > 0 ve

. ay +a a1 +a
lim 1 ntl _ 91

n—0oc an

=A>1

nedeniyle uygun bir 0 < ¢ sayesinde 1+¢ < A=¢
olur. Eger lima, = 0 ise, n > N, i¢in bu kez

a ay + a
2<_1_<‘ 1 n+1
[£29) - Qn

olur. §imdi okuyucu, genel halde bu problem yer-
ine, onun egdegeri olan ‘

— [ay + a n n "
im (_1___+_> - lim ( )
] an n—oo\n 41

i (Mot ans) )
(n+1ay,

egitsizligini géstermeye ¢aligmahdir.  Bu prob-
lemin giizel bir ¢oziimii icin, Tirk Matema-
tik Dernegi yaymlarnindan No:29, - Matematikte
Enduksiyon ve Benzetme, G. Polya, Cilt 1, 1966,
(Ceviren: Orhan igen) s.131’¢ bagvurulabilir.

[16]



