iLGIN DUZLEM GEOMETRI (II1)

*

Hiiseyin Demir

II1. ilgin Diizlemde Analitik Geometri
Ilgin bir teoremin geometrik bir ispatinm
veremedigimizde ya da bir problemin ¢dztimiini

geometrik- olarak bulamadigimzda vahut istek
tizerine dogrudan analitik geometriye basvururuz.
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Ilgln bir -Ozy koordinat sistemi, Q
duzlemindeki bir- Ogzeye koordinat sisteminden
ilgin-doniigiimle elde edilir {Sekil 29},
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Sekil 29
Eksenler - lizerinde birim  uzunluklari- veren
A(1,0),B(0,1) noktalan keyfi olarak secilebilir.

Dogru Denklemi

Pi(z1;y1), Po(ws,y2) gibi farkh iki nok-
tadan gegen dogrunun egimi ve denklemi, Oklit
dizleminde oldugu gibi tanimlanir ve elde edilir.

Sekil 30

Egimi §0yle tamimlariz:

ordinatlar fark:

mPP) = e

*ODTU Matematik Bsliimii emekli 3gretim tiyesi
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Buna gore Py Pr nin den
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olur.

Bu da dogrularin genel denklemi olarak

az +by+ec=10 T
egitligini verir.

Pi{z1,11), Pa(®2,93) den gegen dogrunun
denkleminin determinant bi¢imi sudur: i

e oy 1 ‘
lzioy 1=0 +(10)
% zy Yy 1

Gergekten, z = ;, y = y; (¢ = 1,2) alindiginda
esitlik saglanmir ve determinantin, birinci satira
gore agildiginda, (3) bigiminde oldugu goriihir:

Sonug. d ve d', egimleri m, m’ olan farkli
iki dogru ise d//d’ <& m = m' gecerlidir.

ilgin diizlemde - diklik. kavrami yer ‘al-
madigimdan mm' = =1 egitligi diklik diye bir sey
ifade etmez.

(4)te Pi(a,0), Pz(O b) almdiginda - P1P2

nin denkleml olarak
Y _
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elde edilir.
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Sekil 31

[20]




- DEMIR

ﬂggenlerin Alanlari

Iki hale ayiracagiz: _

a) Koselerinin koordinatlari verilen
ticgenin alam.  ligin koordinat sisteminde
0(0,0) A(a,0). C(a,b) B(0,b) paralelkenarimn
alamm (Sekil 32)

|OACB| = ab (12)
olarak tanmmbiyoruz. Bu, Oklit koordinat sis-
temide dikdortgenin alanni verir.
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Sekil 32
Bir Pi(z1,y1)Pa(22, y2), Ps(2s,y3)

uggeninin alanmi elde etmek iizere agagidaki
sekillerde 6zel korunumlu koyu ¢izilmis tiggenlerin
alanlari yanlarna yazilmgtar:

70 a A "X
Sekil 33, alan = %ab
Yy
. PI(XD y1)
> X

Sekil 34, alan = %zlyl

%\
> X

Sekil 35, alan = %(az — a3y

Sekil 36,
alan |PLOA| - |P0A| = %(mlyz —Z211)

Genel halde (Sekil 37)

» X
Sekil 37
‘P1P2P3[ = !PIPZOS -+ ‘P10P3i - IPQOPQ,[
1
= (z1y2 —Tay1) + ‘2*(ﬂ?1y3 = z311)
1
_5(902.% - wsyl)
olup
e w1
. IP1P2P3} = § Ty Us 1 (13)
ry yz 1

elde edilir.
Sonug. Determinant = sifir - oldugunda
Py, Py, Py noktalar dogrudagtir.
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b) Kenarlarmma denklemlieri verilen
tggenin alani.
ve denklemleri

anz -+ aipy+ a3 =

ao1T + A2y + azz =

az T+ azy+az. = 0
olan dy;dy,d3  gibi {i¢dogrunun  olugturdugu
didyds tam liggeninin |dy dpds| alanimin hesaplan-
mast sorulmug (Matematik Diinyasi, Cilt 2, Say1
3, 5.23, Y38) ve cevabin
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oldugu ispatlanmigtic (Matematik Diinyas1, Cilt

2, Sayr 5, s.31). Burada Ajs, Ass, Aas, ko-
faktorlerdir.
Sonug.. (7)’de verilen determinant sifir

k oldugunda dy, dz,ds dogrulari noktadastir.

Simdi bu iki sonucun bazi uygulamalarini
verelim.

. Teorem. (Newton dogrusu). Bir
tam dortgende koOsegenlerin  orta noktalar
dogrudagtar.

Bir ABC tggeni ile bir DEF keseninden
olusan bir "dortgeni koordinat sistemine Sekil
38’deki gibi yerlestirerek
B(0,0), C(2¢,0), D(2d,0), A(0,2a), F(0,2f)

koyahm.
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Sekil 38

E nin koordinatlarmi bulmak izere (5)7
kullanarak AC; DF nin

iy _ —
2c+2a_l = az+cy = 2ac
— i =2d
+ 2f =1 = fot+dy=2df

- bulup denklemlerini ortak gézelim.
= f d—c¢
2cd 2
( ad —cf’ afad =~cf

Derginizde, ikiger ikiger kesigen-

DEMIR.

bulunur ve (6)’dan hesaplar sonucu

d a 1
¢ I 11=0
cda‘z—:;% afdif

elde edilir.
Merakli- okurlara su iki teoremin analitik
ispatlarint vermelerini éneriyoruz. ‘
Teorem. (Pappus). p,p’ gibi iki dogru
izerinde A,B,C ve A',B’,C" mnoktalari bu
siralamalarla  alindiginda BC' N B'C,CA" n
C'A,AB’'N A’B noktalar dogrudasgtir (Sekil 39). -

Sekil 39
Teorem. DEF  dogrusu bir
ABC  iggeninin  bir keseni  (Sekil 40) - ve

AEA'F,BFB'D,CDC'E birer paralelkenar ise
A B! dogruda@tlr

by

Sekil 40

Simdi dogrularin noktadashgna iliskin iki
ornek verelim.

Teorem. Bir tg¢gende kenarortaylar nok-
tadd§t1r

Ucgen ABC olsun ve BC dogrusu 'z ek-
seni, BA dogrusu ise y ekseni segilsin. :



DEMIR.

Sekil 41

A(0,2a), B(e,a), C(2¢,0) koyup Al(e,0),
B'(c,a); C'(0,a) elde edilir.

Kenarortaylarin denklemleri olarak sunlar:
buluruz:

aaty ¥y = 2az+cy—2ac=0
e 2a
pp - ¥-2 = ar—cy=~0
z ¢
co ¥y = ar+2cy —2ac =0
- 2¢ - d

Bunlara da (7) uygulanirsa determinantin
sifir oldugu gorilir:

2a° ¢ —2ae
a . —c 0 = 0.
: a  2¢ =2ac
Teorem. Bir “ABCDE besgeninde

A kogesinden gecen AR, AC dogrularma, 4

un kargt [CD] kenarmin C,D uclarindan
¢izilen paralel dogrular bir A’ noktasinda
kesigsinler (A'C//AB, A'D//AE). Benzer
¢izimlerle. - B/,.C’ D'/ F’ noktalar1 = bulunursa
AA',BB',CC",DD', EE' dogrularn noktadagtir.
- y
X

Sekil 42

Konikler.
Konikler ikinci dereceden egriler olup genel
denklemleri o

Az® + 2Bay + Cy? +2Da + 2By + F = 0 (15)

' bigimindedir.

Tk ¢ katsayidan en az biri sifirdan

farklidir ve konigin tiirii-dig koinvariant denilen

A=B*- AC (16)
sayisinin igaretiyle belirlidir.. A 'min negatif sifir
ya da pozitif olmas: halinde konik elips, parabol
ya da hiperboldiir.

Konumuzu bir problemle kapatiyoruz.

Problem.- Bir {iggenin g¢evrel elipslerinin
merkezlerinin geometrik yerini bulunuz.

Bu geometrik yeri tahmin etmek oldukga
zordur. Coziime ancak analitik olarak
ulagabiliriz.

Uggenin koseleri  A(0, 1), B(0,0),C(1,0)
olarak almdiginda (Sekil 43), elips (0, 0), (1, 0),

Sekil 43

(0, 1) noktalarindan gectiginden
F=0, A+2D:0, C+2E=0
elde edilir ve (8) denklemi
f(z,y) = A2® + 2Bay+Cy® —~ Az —Cy = 0 (8)

denklemine doniigir.
Elipsin O(zg, yo) merkezi
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denklem sistemini saglar. Sistem ¢bziildiiginde

24 +2By~ A =10
2B:c+2C'y~C':Q

2Azy =
2Ay0 =

BC — AC
BA - AC

elde  edilir. AC  yerine (9)dan B2 — A

vazildigmda
BC — B?
BA-B?

(220 —1)A =
2y — DA

il
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