COZUM YONTEMLERI
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tiparslan Ertug

EOMETRI PROBLEMLERININ

Geometri problemleri ¢oziiliirken genel-
iikle {i¢ temel yontem kullanilu: Geometrik, ce-
birsel ve birlesik yontem. Geometrik yontem,
bilinen bir dizi teoremden mantiksal Snermeler
vardimiyla  istenen - ifadenin  gikarlmasidir.
Cebirsel yontem ise geometrik biiyiikliikler
arasindaki cesitli iligkileri esas alan bir den-
klem ya da denklem sistemi kurularak, ya is-
tenen biyiikliiklerin dogrudan dogruya hesaplan-
masi yada bir ifadenin ispatlanmasidir. Birlesik
vontemde ise, ¢oziimiin bazi adimlarinda bir ge-
ometrik yontem, difer adimlarinda ise cebirsel
bir yéntem kullanilir.

Hangi ¢dziim yolu segilirse secilsin, bunun

- bagsanyla uygulanmasi; teoremlerin. ve onlarm
kullanimmin = bilinmesine baghdur. Burada
diizlem geometrinin biitiin teoremlerinden sdz et-

meyecegiz.

Geometri problemlerini ¢Szerken sik sik,
iki dogru pargasinin ya da iki aqinin bu‘blrlne
esit oldugunu kanmitlamamz gerekir. Agagida,
1iki dogru pargasinin (uzunlukga) esit oldugunun
kanitlanmasinin g temel yolu verilmistir:

1. Dogru parcalarim iki ¢genin kenarlar
olarak kabul eder ve bu tiggenlerin egit olduklanm
xspatla,rlz

2. Dogru pargalarim bir iicgenin kenarlar:
olarak kabul eder ve bu ii¢genin ikizkenar oldu-

- Zunu ispatlanz.

k 3. Verilen a dogru parcasini kendisine egit

bir o/ dogru parg¢asiyla ve b dogru pargasini ken-

sine esit bir & dogru parcasiyla degistirir, o
b!

ispatlanz.

3

Geometri problemlerini ¢bzerken;
erilen gekildeki dogruya paralel ya da dik bir
1 gizmek;
enin kenarortayimi kendisi kadar uzatarak
paralelkenara gevirmek;
dimel bir ¢ember ¢izmek;

dogrunun ¢embere teget oldugu ya da
"ﬁi’)\‘&l‘ln birbirine teget oldugu noktalardaki

dogru par¢alarimn birbirine egit oldugunu

varicaplarini ¢izmek;
gibi ek yapilar olugturmak yoluna da gidebiliriz.

Ornek 1. Birbirine dik iki dogru,
ABCD dortgeninin AB, BC, CD ve AD
kenarlarim sirasiyla F, F, K ve I nok-
talarinda kesiyor. EK = FL oldugunu
gosteriniz (Sekil 1).
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Coziim.  Yukanda belirtilen yollardan

birincisini uygulayarak, CD’ye paralel FM ve
AD’ye paralel KP dogru parcalarini cizelim.
Boylece EK ve FL dogru parcalari, EKP ve
FLM dik ficgenlerinin kenarlar1 haline gelir-
ler (Sekil 2). Bu iki iicgenin esit oldugunun
kanitlanmast, I(;;b'ziim igin yeter]icolacaktlr.
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PK = FM (verilen karenin yiikseklikleri),
ILFM = <EKP (kenarlar birbirine dik agilar).
Bir kenarlan ve bir dar aglarn egit olan iki
dik tiggen birbirine esit oldugundan, AEKP =
AFLM olacaktir. O halde bu iki dik ik uicgenin
hipoteniisleri de birbirine esittir. Yani EX = FL
olmaktadir.

Ornek 2. Kenarlar: a, b ve ¢ olan
bir tiggenin ¢ kenarina ait kenarortaylnm
uzunlugunu hesaplayimz.
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Cozum. kendisi  kadar

Kenarortay:
uzatip ACBP paralelkenarnim olugturalim (Sekil
3). Paralelkenarda metrik bagintiy1 uygulayarak
C'_PQ*{—F2 = 225%—2@?2 yazabiliriz. Buradan
(2Ve)2 + ¢? = 2b% + 242 ve

V2a? 4 202 — ¢2

Vo
2
elde edilir.
Ornek 3. Bir dar agl ii¢genin
ortosantrinin, = yiiksekliklerin ayaklarinin

olugturdugu li¢genin igteget cemberinin
merkeziyle gakigtigim kanitlayiniz,

Coziim: Bir liggenin i¢ teget cemberinin
merkezinin, agiortaylarin kesim noktasi oldugu
goz oniine alindiginda, problem DH, EFH ve
KH’nin, DEK i¢geninin agiortaylarn oldugunun
kamtlanmasina indirgenmis olur (Sekil 4).

B

A D ¢
Bunun i¢in de, <EDH <HDK oldugunun
kanitlanmas: yeterli olacaktir.

B

A /€
DHKC' dértgenini gbz oniine alalm: <H DC =
90° ve <HKC = 90°. Buradan <HDC +
<HKC 180° bulunur. O halde DHKC

D

¢

dortgeninin ¢evresine bir ¢ember cizilebilir. Bu
gemberi cizelim (Sekil 5). HK yayimm goren cevre
agilar olmalari nedeniyle <HDK = <EDH bu-
lunur. Ote yandan kenarlari birbirine dik actlar
olmalari nedeniyle <FAH = <HCK yamlabilir,
ve buradan da <EDH = <HDK elde edilmis
olur.

Geometri problemlerini cebirsel yontemle
¢ozerken gerekli denklemleri kurmak igin, Pisa-
gor teoremi, dik l¢gende metrik iligkiler, bir dik
ticgenin agilarnt ve kenarlar arasindaki iligkiler,
benzer tggenlerin kenarlan, ylkseklikleri ve
gevrelerinin orantihihg, aciortay ozellikleri, para-
lelkenar ve ¢emberdeki metrik iligkiler, siniis ve
kosiniis teoremleri ile alan hesab: formiillerinden
yararlanilir.

Bir referans elemam ydntemi ise, ge-
ometri problemlerini ¢6zerken denklem kurmak
igin temel bir yéntemdir. Bu yontem goyle
ozetlenebilir. Bir ve ayni eleman (bilinen ve bi-
linmeyenler cinsinden) iki farkhi yolla ifade edilir
ve bu ifadeler birbirine esitlenir. Referans ele-
mani olarak alan kullanihirsa, problemin alanlar
yontemiyle ¢oziildiigii sdylenir.

Ornek 4. Kenarlan a, b. ve ¢ olan bir
li¢genin k. yiksekligini hesaplayin.

Coziim. Birinci Yontem. h, yiiksekligi,
ACH ve CHB dik ii¢genlerinin ortak kenaridir
(Sekil 5). (CH kenarim referans elemani olarak
alip) Pisagor teorimini uygulayarak, CH® ’yi hem
ACH hem de CHB lggeni i¢in ifade ederiz.

AH = z olsun. BH = ¢ — z olacaktir.
Eger ACB. figgeni genis agih tiggen ise, BH =
¢+ z olacaktir (Sekil 6).

C

X
A H

C—X

B

Biz burada yalmzca Sekil 5’teki durumu ele
alacagiz.

ACH ficgeninden CH- = b2 — z%, BCH
liggeninden ise CH' = a? — (¢ = 2)? olarak
bulunur. CH’ degerlerini birbirine esitlersek,,
b? —2? = a? = (¢ — z)? bulunur. Buradan

22— qa?
2¢
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elde edilir. ACH iiggeninde Pisagor teoremini
uygulayarak asagidaki esitlik bulunur:

F

/ 2.4 p2 2\ 2

{ - a
cgz\jbz_(ii_—_)

2¢

‘ 24 32 _ 2 2432 _ 42
/(b_c—l-b a)<b+c+b,a>
v 2¢ 2¢

VG (R (R

'21;\/(a+b—C)(a+c—b)(b+c—a)(a+b+c)

olarak elde edilir.

Ikinci Yontem. Alanlar yontemini kul-
lanalim. ABC li¢geninin alani, bir yandan S =
/u(u — a)(u —b)(u — ¢) formiiliinden, Ste yan-
dan S = %chc formiiliinden hesaplanabilir. Bu
ifadelerin egitlenmesiyle

L S O sy o

2
cide edilir, ve buradan da
he = g\/u(u —a)(u—b)(u—c)

[+

Sulunur. Bu ifadede u = “—i'—g—""—c degerini yerine
arsak, agagidaki sonuca ulagiriz:

LV (a+b+c)(a+b—c)(a+c—b)(b+c—a) )

2¢
- Ornek 5.  Bir i{icgenin kenarlari a,
“ wve ¢ olsun. C agqisimin agiortayi n,’yi
hesaplayimiz.

Cozlim. Birinci Ydntem (Cebirsel).
" i¢geninin C agisimin aglortayr CD olsun

17).

n yolu gdyle olacaktir.

ve BD dogru par¢alannm uzunluklarim
ACD ve BCD iiggenlerine kosiniis
uygulayarak ve «ACD = <DCRB
1.g0z online alarak CD- yi buluruz. (Ko-
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laylik olmasi agisindan CD = 1 ve <ACD =
<DCB = t olarak almmistir) AD = z ve
BD =y olsun. O halde z + y = ¢ olacaktir. Ote
yandan aglortay ozelliginden; z/y = a/b oldugu
bilinmektedir. Bu iki denklemden z = be/(a + b)

ve y = ac/(a + b) olarak elde edilir. ACD
uggenine kosinis teoremini uygulayarak

% = b 4 1% — bl cost; (1)
BCD figgeninde kosiniis teoremini yazarak

v? =a® + 1% — 2alcost (2)

bulunur. (1) esitliginin iki tarafini a ile ve (2)
egitliginin iki tarafim —b ile carpip taraf tarafa
toplarsak az? — by® = ab?— a2b + al? — b2 elde
ederiz. Buradan da

1

2 _
! T a—b

(z%a — y?b) + ab (3)

bulunur. # ve y igin yukarnda bulunan ifadeler
(3) esitliginde yerlerine konulursa,

b2c2a a%c?h

ro= aib((a—i-b)? N (a+b)2>+ab

(1= i)
abla+b+c)a+b—c)

(a+18)

il

olarak elde edilir, ve buradan da

Vab(a+b+c)(a+b—c)

l=CD=
a+b

bulunur.

fkinci Yéntem. Bulmak istedigimiz
bilinmeyenin yamna bir yardimer bilinmeyen
ekleyelim ve 2 = <ACD = <DCRB diyelim, ve
alanlar yontemini kullanahm: Saicp + Spep =
Sapc . Ote yandan

Sapec = %absian
SACD = —;—blsinz
Spep = %alsinx

degerlerini gz ontine alarak;

%‘absin?z = %alsinx + %blsinx

[20]
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egitligini elde ederiz. Buradan da

absinzcosz = %(f(cz + b)sinz),
¢ = 2abcosz
T (a+b)

buluruz.

cosz’i bulmak ig¢in ABC iiggeninde ko-
sinlis teoremini uygulayalim: ¢? = o + §* —
2ab cos 2z ve

a? 4 b% — 2.
2ab )

1+ cos2z
cos T = w~———~2————-

olduguna gore, agagidaki sonucu elde ederiz:

cos 2e =

Ote yandan

1 a? 4+ b2 —¢?
COS$~\/§(1+W~2~E~6‘-——*)
_ 1\/<a+b+c><a+b-c)
; T2 ab '
Buradan da
Iﬁ?abcosx__ ab \/(a+b+c)(a+b——c)
a+b  a+b ab
ﬁ\/ab(a+b+c)(a+b~c)
- a-+b

degerini elde ederiz.

Geometri problemlerinin = ¢oziimil - igin
denklem kurarken; ¢6zimii kolaylagtirmak igin
zaman zaman yeni bilinmeyenlerin eklenmesi
gerekebilir. Bu durumu asagidaki Ornekle
agiklayalim:-

Ornek 6. Bir dik liggende hipotentis ¢
ve dar acilardan birinin agiortayimin Slciisii
ckg’tiir. Dik kenarlar: bulun (Sekil 8).

C

Céztim. Birinci Yontem. AC = &,
BC =y, CD = z diyelim. Pisagor teoreminden

3’ 2
:c2+y2:c2 ve xz—}-zz:(%/-—:)

yazabiliriz. Ote yandan, agiortay 6zelli§ind6n

AC - CD z z
e T e TS - I
AB DB S Yy—z

yazgabiliriz. Sonucta agagidaki {i¢ bilinmeyenli
denklem sistemini elde ederiz:

m2+y2 = 2
g
[
22422 = =
z z.
c Y-z

Bu sistemin ¢oziilmesi ise bir hayli zordur.
Ikinci Yontem. <«CAD = «BAD = z
diyelim. AC dogru par¢asini bir referans elemani
olarak kullanarak bir denklem kuralim. ABC
liggeninden AC = ccos2z; ACD iiggeninden ise
AC = C\f cosz bulunur. Bu ifadeleri esitleyerek
agagidaki trigonometrik denklemi eide ederiz:

/3 ‘
CCO8 22 = ~——= COS T

3
Bu esitligi ¢ozersek
V3cos2e =
V3(2cos’z —~1) = cosz
2\/§coszx~cosx~\/§ = 0

cCOs &

buluruz ve buradan da cosz = :i:\/g elde ederiz.

Problemin veriligine gére cosz > 0 olmalidir. O
halde,

cosz = \/g = qBAD = 30°, <BAC = 60°
olacaktir. Bunlar: kullanarak

—C e CV3
AG_§~ ve BC = 5
sonucunu buluruz. ‘

Eger bir problemde (uzunluklar ya da alan-
lar gibi) baz biyiikliklerin oraninin bulunmast
gerekiyorsa ya da 0zel olarak bir aginin hesaplan-
masi gerekiyorsa (bu durum, o aginin bir fonksiy-
onunun bulunmasima ve dolayisiyla da bir dik
tggenin kenarlarinin oraninin hesaplanmasina in-
dirgenebilir), genellikle agagidaki yolu izleriz:

1



Dogrusal elemanlardan birini bilinen kabul
eder,- hesaplanmasi istenen biiytkliikleri bu ele-
man cinsinden ifade eder ve sonra da bun-
larn orammi olugtururuz. Bu dogrusal elema-
na yardimcr parametre denir ve bu ¢oziim yolu
yardime: parametre kullanilmasi yontemi
olarak adlandirthir.  Geometrik sekillerin ben-
zerliginin  s6z konusu oldugu problemlerin
¢ozumiinde kullambr.

Ornek 7. Bir ABC dik liggeninin
hipoteniisiine ait kenarortay: ile yiiksekligi
arasindaki acinin degeri- arccos(40/41)’dir.
Dik kenarlarm oramini bulunuz (Sekil 9).

Céziim. Once verilenlerden cosa = %,

CK 40 .
yani 2= == oldugu sonucunun ¢ikarilabilece-
gine dikkat edelim. Problemi yardime1 parametre
yontemiyle ¢bzecegiz.

CK = h diyelim. Buna gore CM = g—éh

ve

. [ms2 =2 9

KM=\ CM -CK :Zdh
olacaktir. Bir dik iiggende kenarortayin hipote-

niisiin yarisina egit oldugunu biliyoruz. O halde

4]
AM=CM=MB = —h
40
olacaktir. Buradan d
—_— 4] 9 4
K =AM —-KM = —-h~ _hp=2=
v =AM - KM = oh - gh=gh
_— 9 41 5
KB = KM M= —h h=-
< KM+ B 0 +4O 4h

A

\/'/TITQJr@‘Rz:\/EhHh?: h i

BC = \/_‘BK%?;TQ:\/_M hz—_f

bulunur. ;

- Ornek 8. Bir ikizkenar ABC
iiggeninin tepe acis1 C, 100°’dir. Basglangic
4 olan ve AB ile 30° lik ag1 yapan bir 151n

ile baglangic1 B olan ve AB ile 20° lik aq
~yapan ikinci bir 1gin giziliyor. Bu sinlar M
noktasinda kesigiyorlar. <ACM ve «BCM
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agilarmi bulunuz (Sekil 10).

Cozim. M ve C noktalarini birlestirelim
ve ACM agsina z diyelim. Sonra M nok-
tasindan lg¢genin kenarlarina dikler ¢izelim:

MC, L AB, MB, LAC, MA; L BC.
CM = a diyerek yardima bir parametre kullanir
ve MC} i referans elemani olarak alip MCq’1iki
yolla hesaplanz.

CMB; tcgeninden MB; = MCsinz =
asinz buluruz. <ACB = 100° ve ii¢gen ikiz-
kenar oldugu i¢in, <CAB = <ABC = 40° ve
<CAM = 10° olacaktir. . AM B; {iggeninden

MB,;

AV = _ asine
sin10°  sin 109’
AMC} liggeninden ise
MC, = AM sin30° = 5%3—%
bulunur.
CMA; cgenini- goz Oniline alalim:

<MCA; = 100° — z. Dolaysiyla
MA; = CM sin(100° — &) = asin(100° — z),
ve BMCy ile BM A, liggenleri es oldugu igin
MC'1 MA;, = asin(100° - z).

My igin bulunan ifadeleri egitleyerek asagidaki
trigonometrik denklemi elde ederiz:

asinz
2sin 10°

Bu denklemi ¢6zerek sonuca ulagiriz:

= asin(100° = z).

sinz

I

2sin(100° - z)sin 10°
c0s(90° — z) — cos(110° — z)
cos(110° —z) = 0

ve

sin

z = 20°

| ot



