PROBLEMLER VE COZUMLERI

Gecen sayidaki problemlerin numaralar1 A76-A80 ve Y76-Y80 olarak alinmigtir. Bundan boyle bu

numaralama sistemi devam ettirilecektir.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

AB81. Birbirine eg olan dort ¢emberden
ictniin her biri, verilen bir ABC {icgeninin
iginde olup agilardan birinin iki kenarina tegettir.
Dérdiineii gember bu g ¢embere teget ise bu
cemberlerin . cetvel  ve pergelle ¢izilebilecegini
gosteriniz.

A82. Tabam [BC] ve A agis1 genis olan
bir ABC ug¢geninin A kogesi ve yan kenarlarinin
birer kismu ¢izim kagidimin digina tagnustir. - Bu
lggenin [AD] kenarortayimi, [AF] i¢ agiortayini
ve [AF] yiiksekligini belirleyiniz.

A83. O kesigme noktas: ¢izim kagidimn
digina digen a ve b dogrulan ve bunlarnn diginda
bir C noktas: veriliyor. CO dogrusunu cetvel ve
pergelle belirleyiniz. (Huseyin Demir)

A84. Iki ve ii¢ basamakli sayilarla ilgili
olarak :

ABC = (DE)*
CBA = (ED)?
sisternini ¢Oziliniiz. (Huseyin Demir)

AB85. \/13 + 301/ 2+ V9 + 4v2 sayisim

n,m tamsayl olmak lizere n+my/2 §einnde ifade
ediniz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y81. F odag ve d dogrultman ile be-
lirli parabol ile bir m uzunlugu verildiginde,
paraboliin odagindan gegen m uzunluktaki bir
kirigin pergel ve cetvelle cizilebilecegini gosteriniz.
(Hdseyin Demair) : ‘

Y82, Eskenar bir ABC ii¢geninin iginde
ya da tzerinde alinan: degisken bir P nok-
tasina gore ayak l¢geni DEF, ve AD,BE,CF

dogrular noktadag ise P’nin geometrik yerini be-

lirleyiniz. (Hduseyin Demir)

Y83. 1,2,...,n tamsayilarini rastgele
ay,az,...,ay seklinde siralayip 7' = |a; ~ as| +
lag—ag|+ - +an-1— an]+ lan—ay| toplamin

hesaplarsak elde edebilecegimiz en buyik T
degerini bulunuz.

Y84. Her z € [-1,1] iin f(f(z)) =
—z kogulunu saglayan bir f : [-1,1] — [~1,1]
fonksiyonu var mudee? (H. Turgay Kaptanoglu)

Y85. Bir X kiimesinin h elemanh
k tane alt kiimesi Xy, Xs,..., X veriliyor:
X; C X, Xl = h, i = 1,...k.
min|X;UXoU-- U Xgl’nin, & < C(m,h)

ozelligine sahip en kiicik m
oldugunu gosteriniz.

sayisina esit

COZUMLER

AT1. Bir tegetler drtgeninde karsihikl iki
kenar birbirine esitse, i¢teget ¢ember merkezinin
diger iki kenarin orta noktalarindan egit uzaklikta
oldugunu gosteriniz.

Cozum. Bir ABCD tegetler dortgeninde
a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD], d = |DA]
vazalim ve a > ¢, b = d varsayahm. [AB] ve
[CD)’nin orta noktalanm E ve F ile, icteget
cemberin merkezini de I ile gosterelim. C ve D
noktalarmin BI ve Al dogrularinda yansimalar:
sirasiyla C' ve D' olsun. Tabiiki ¢’ ve I, AB
dogrusu izerinde kalmalhdir. [C’"D'}’niin orta
noktast E’dir. Diger taraftan

|C'D'| = |BC'|+ |AD'| - |AB|
=b+d—a=a+c—a=c=|CD|

Il

olup, ICD ve IC'D" iggenleri esgittir. -~ Bu
tggenlerin ortak I kogesine -ait kenarortaylarn
uzunluklar olan {IE| ve |IF| esit olmahdir.
(Cozenler:  Atasajun Baykal, Ergin
Yereneri, Suat Namb, Burhan Biger, Ruhi Tabur,
Alaatin Aktas, Ali Tombak, Emre Alkan.)

A72. A, B, C koseleri karsisindaki
digteget cemberlerin yaricaplar: sirasiyla rq, 73,
r. olan bir ABC ii¢geninin icindeki bir P nok-
tasindan BC, CA, AB kenarlarina indirilen dik-
melerin ayaklar sirasiyla D, E, F olsun.

|AE|+|AF|=|BF|+|BD| = |CD|+ |CE|



olmasi igin gerek ve yeter gartin

|PD|:|PE|:|PF|=

Pyt re—Tg Tt Tg—Th g+ Ty T

oldugunu gosteriniz. (Huseyin Demir)

Coztim. a = |BC|, b= |CAl|, ¢ =|AB|,
25 = a+ b+ c olsun. ABC’nin igteget ¢em-
berinin yarigapim1 da r ile gosterelim. =z =
|PD|, y = |PE|, z = |PF| koyarak |AE| ve
|AF|’yi hesaplayalim: P’den AE’ye gizilen pa-
ralel AB’yi L’de kessin, AC tizerinde PEML
bir dikdértgen tegkil edecek sekilde bir M nok-
tast alalim.

|LM|=|PE|=y

olup,

|[AE} = |AM|+ |ME]

= ycot A+ |PL| =ycot A+ zcesc A

i

dir. Aym yontemle

|AF| = |AL|+ |LF| = ycsc A+ zcot A

olup,
y(1 + cos A)+ z(1 +cos A)
E Fl =
[AE| +]AF] sin A
~ (y+2)(1+cosh)
- sin A

A
cot 5 (y+2)= Ty +2)

il

dir. Benzer sekilde de

|BF|+|BD| = *=2(: +2)
CDI+|CE| = —(z+1)

elde edilir. Bu miktarlarin egit olmasi icin gerek
ve yeter sart olarak

(s—a)(y+2) =(s=b)(z+a) = (s —a)(z+y),

veya bu ii¢ miktarn da liggenin alanina bolinmesi
suretiyle

y+z z+r  z+y

Ta b Te ’

ve nihayet bunlara egdeger olarak
TIY 2=t e =TTt — Ty I TaFTH—Te

bulunur.

(Coézenler: Emre

Alkan.)

Atasajun Baykal,

AT73. [AB] dogru par¢asim ¢ap kabul eden
4 ¢emberi ile aym dogru parcasim bilyiik cap
kabul eden ¢ elipsi goz oniine alnsin. 7 tizerinde
degigken bir P noktasindan AB’ye indirilen dik-
menin ¢’yi kestigi noktalardan P’ye yakin olam
Q olsun. P noktasindan ’ya ¢izilen normalle,
Q noktasindan ¢’ye ¢izilen normalin kesim nok-
tasinin geometrik yeri nedir? (Hiseyin Demir)

CSztim. 7 cemberini ve ¢ elipsini a >
b > 0 olmak tizere sirasiyla

denklemleriyle gosterebiliriz. ~ Bir 6§ degigkeni
ithal edilmek suretiyle P = (acosf,asinf) ve
Q = (acosf,bsind) yazabiliriz. Kiigiik birer he-
sapla, P’den 7’ya gizilen normalle, @’dan ¢’ye
¢izilen normalin denklemlerinin, 2 = a?—b% ol-
mak tizere

sinfz —cosfy = 0
asin@z —bcosfy = c*sinfcost
oldugu, bunlarin kesim noktasmin koordinat-
larinin da
c? c?

z= cos ve y= sin 6
a—b

a—1b

oldugu gorulur. Boyle noktalar

ez \?
2,2 _ - 2
e 4y —(a—b) (a+0)

denklemini saglayacaklardir. Yani geometrik yer,
verilen ¢cember ve elipsle merkezdeg bir gemberdir.

(Gozenler: Ruhi Tabur, Alaattin Akias,
Atasajun Baykal, Ali Tombak.)

AT4. Toplam: 19 olan art: tamsayilarin
carpimu en fazla kag olabilir?

Coztim.  Toplami 19 olan art: tam-
sayilarin ¢arpimiyla elde edilebilecek en biiyiik
say1 N olsun. Yani

N = AjAy - Ay

olup
19=A1+ Ao+ -+ 4

0]



dir. Herhangi bir ¢ = 1,2,...,k i¢in 4; > 4
halinde, toplam degistirmeden A; kaldirithp yer-
ine A;’den daha biiyiik olan 2(4; — 2) koyula-
bileceginden A; = 2 veya A; = 3 olmalidr.
19 sayisini, 3’lerin adedi mumkin oldugu kadar
buytk olacak gekilde 2’lerin ve 3’lerin toplam
olarak yazmak i¢in, 5 tane 3 ve 2 tane 2 kullan-
mak gerekeceginden; toplamu 19 olan arti tam-
sayilaim carpimiyla elde edilebilecek en biyiik
say1, 2235 = 972°dir.
(Cozenler: Emre Alkan.)

AT5. Her hangi bir p asal sayisi icin, p,
27T L 3™ 1771 bolecek sekilde sonsuz tane m
art: tamsayisiun bulundugunu gosteriniz.

Coztim. p= 2 ve p = 3 hallerinde ¢oziim
kolay oldugu igin (neden?), p # 2,3 farzedelim.
Her n arti tamsayisi igin m = p™ + 1 koyularak
17 =

gm+1 + 3km o 211"’-{-2 + 3p"+1 -17

4(2P" —2) +3(3°" = 3)

il

elde edilir ki, kiigik Fermat teoremine gore p asal

sayist hem 2P — 2’yi hem de 3P — 3’1, dolaysiyla -

da (dikkat!) 2" — 2’yi ve 37" — 3’1, bdylece de
2m+l 4 3m . 177yi bolecektir.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Emre
Alkan.)
Y71. ab = cd esithgini saglayan

a,byc,d > 0 tamsayilan verildiginde a? + b% +
¢? 4+ d®nin hig bir zaman asal olamayacagin
gOsteriniz. ;

Cozum. ab = cd oldu‘?guna gore, a = pg,
b=rs, ¢ = pr, d=g¢solacak sekilde p,q, 7,5 > 1
tamsayilar bulunabilir. (Neden?) Boylece

N = ad>+b02 1+ + 42
= p2q2+r282+p27,2+q232
= (p®+ §*)(¢* + %)

olup, N asal olamaz. ~

(Cozenler: Selguk Alsan, Ali-Tombak,
Firat Aydin, Metin Bekil, Atasafun Baykal,
Namik Gok, FErcan Sahin, Cengiz- Yilmaz,
Cagatay Candan.)

Y72. p?, ¢’nun bir kat1 olacak gekilde D, q
tamsayilar: verildiginde, £? + pz 4+ ¢ = 0 denkle-

minin ¢oziimleri «, 8 olsun. Her n > 2 tamsaysi

igin (o™ + §")/¢ nun bir tamsay: oldugunu ispat
ediniz.

Céztim. a+ 8 = —-p ve aff = ¢
oldugundan, herhangi bir n > 2 tamsayisi i¢in

7 n 2

a® = —pa™t - go~
g = —pp - g
olup,
@ = ("B ) g0 48 ()
dir. n = 2 halinde
4 =pr -y

olup, p?, ¢’nun kati oldugundan (¢® + 8%)/gq
tamsayt olmahdir. Simdi, & < n igin (of +
B¥)/¢’nun tamsayr oldugunu varsayarsak, ()
egitliginden (a®*! 4+ B7*1)/q’nun da bir tamsay:
oldugu goriiliir. Boylece tiimevarimla her n > 2
i¢in (a” + 8")/q bir tamsay: olmalidir.

(Cozenler: = Atasajun Baykal, Tamer
Adanir, Firat Aydin, Ali Tombak, Suat Namk,
Ruhi Tabur, Emre Alkan.)

Y73. Hem z > 1, hem de 2Y/(-%);m
rasyonel say1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin,
n > 1 bir tamsayl olmak lizere, ¢ = 1+ 1/n
oldugunu gosteriniz. (Dikkat: Rasyonel bir 2 > 1
sayist igin 1/(1=2) jle gSsterilmesi miimkiin olan
sayilardan arti ve gercel olanini kastediyoruz.)

Coziim. z > 1 ve z/0-%) sayilarimn
rasyonel olduklarim varsayalim. z = m/n ve
m. > n olacak sekilde, aralarinda asal m ve n
artt tamsayilan vardir.

y = gl/A=2) = gn/(m=n)

olup, o
(xy)n - (mxn/(m—-n))n — ym

dir. m, n aralarinda asal olduklarindan,

sm4itn=1
olacak sekilde s ve ¢ tamsayilart bulunabilir.
Boylece

y=((zy)'y')"
olup,

wl/(m—-n) - yl/n = (a:y)’y‘
sayist da rasyoneldir. Demek ki,
gUm=n) = 2

olacak sekilde aralarinda asal a,b > 1 tamsayilan
bulunabilir. O zaman da

(" =e

m
n



olup,

mb" " = ng™ ™"

dir. m ve n aralarinda asal olduklarindan
m=a"" ve n=>5H"

ve buradan da

m—n = g” "-pm "

= (a~b)(am‘“""1+am'"'2+- ST
bulunur ki, bu ancak
m—n=a—-b=1
veyahut da - m =n + 1, yani

w:ﬂ:l—{—l
n n

halinde miimkiindir. Diger taraftan
1
z=1+4—
n
ise

P00 = (14 DY (g Iy

olup, hem z > 1, hem de z!/(*=%) rasyoneldir.

(Qozenler: Namik Gok, Emre Alkan,
Atasadun Baykal)

Y74. Bir ABC tggeninde [CA], [AB],
[BC] kenarlan iizerine ilk ikisi disa, sonuncusu
ice dogru CAB’, ABC’, BCA’ egkenar ti¢genleri
kurulsun. A’ noktasimn [B’C"] dogru pargasinin
orta noktasi olmas: i¢cin ABC' li¢geninin egkenar
olmasimin gerek ve yeter oldugunu gdsteriniz.
(Hiseyin Demir)

Coztim. Eger ABC egkenarsa, A’ nok-
tasinin [B’C’] dogru parcasimn orta noktasi
olacag1 agikardir. Tersine olarak, A’ niin [B'C’]
dogru pargasmin orta noktasi oldugunu farz ede-
lim. «C'BA’ = <ABC (neden?), ve |BA'| =
|BC|, |BC'| = |BA| oldugundan, C'BA’ ve
ABC tuggenleri egittir. Boylece

|4'C'| = |AC),

benzer gekilde de
|4'B'| = |AB|
dir. A’, [B'C'}’niin orta noktas: oldugundan
|AB| = |4'B'| = |A'C'| = |ACY|,

diger taraftan da 4’, B', ¢’ dogrudag oldugun-
dan «BAC = 60° olmahdir. Demek ki ABC
eskenardir.

(Cdzenler: Ergin Yaraneri, Tamer
Adamir, Atasagun Baykal, Alaattin Aktas, Emre
Alkan.)

Y75. Bir ABCD karesinin icinde |[PA| =
1, |{PB| = 2, |PCl = 3 olacak sekilde bir P
noktast varsa, bu karenin kenar uzunlugu ne ol-
mahidir?

Cozim. « ~
|BC| = |CD] = [DA]

t¢genlerinde kosin

veya

) a? =5
- ve sing =
4a 4a

elde edilir. Bu denklemlerin karelerini taraf tarafa
toplamak suretiyle

2, 032 . .3 =2
(a® +3)° +(a° = 5)° = 16d%,
veya
a® —10a~ +17 = @
buradan da ¢ = +/3++/3 bulunur. (a =

/5 — /8 karenin disinda bir P noktast haline
tekabiil eder.)

(Cozenler: Emre Alkan.)



