DINAMIK SISTEMLER, GARIP CEKERLER VE KAOS
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A. Dinamik Sistem Nedir?

Hesap makineniz var m1? . Varsa hemen
gimdi agin ve sizinle kolay bir deney yapalim.
Akhniza gelen ilk sayiy1 yazin ve tzerinde sin,
cos, z2, € yamh diigmelerden birine iist iiste
basin. Bir ayrnk dinamik sistem elde ettiniz.
Sectiginiz digme €® ise ve yazdiginiz sayiy1 z ile
gosterirsek, elde edeceginiz sayilar

r _e* _e°

z,e” e et ...

olacaktir. (Bilindigl gibi ¢ dogal logaritmanin
taban1  olan yaklagik = 2.718281828459045 - - -
sayisidir.)  Yapilan, e tabanh iistel fonksiyon
u(z) = €°’1 yinelemektir; diger bir deyigle
u’nun kendisiyle bilegkesini tekrar tekrar al-
maktir. ~ Yeteri kadar tekrarlandiginda, hangi
z ile baglanirsa baglansin, bu deney hesap maki-
nesinin kapasitesinin agilmasi ile son bulacaktir;
vani €® fonksiyonunun yinelemeleri sonsuza
gider. Elde ettiginiz sayilar:

diye de yazabilirsiniz. Bu diziye z’in u altindaki
yorungesi adi verilir. Hesap makineniz dort
islemden fazlasini yapamiyorsa, segtifiniz z’i
hep ayni sayiyla tekrar tekrar carpmay: deneye-
bilirsiniz; sonu¢ degigmeyecektir.

e® yerine sin digmesini kullanirsaniz,
hangi sayiyla baglarsaniz baglayin, elde edilen
degerlerin hizla sifira dogru gittigini goreceksiniz.
cos kullamirsamz, degerler radyan olglsiiyle
0.73909 -- ’a, derece Olglisiyle 0.99985-- e
yakinsayacaktir. Bu ornekler belki size, hangi
fonksiyonu ve hangi baslangig sayisini ele alirsak
alalim, yinelemelerinin her defasinda diizenli bir
sekilde bir sayiya (veya sonsuza) yakinsadifi
fikrini verebilir.  Neyse ki durum hep boyle
degildir. - (Aksi halde bu yazmy1 yazmaya gerek
kalmazdi.) e veya sin’den ¢ok daha basit
fonksiyonlar, 6rnegin bir ikinci derece polinom
olan

Fu(a) = pa(1 - ),

*ODTU Matematik Béliimii Sgretim liyesi

¢ok daha 1ilging davramg gosterir yineleme
altinda. Bunu gérmek i¢in ¢ = 4 koyup 0 ile 1
arasinda rastgele «’ler secerek fonksiyonu tekrar
tekrar uygulaym. (Programh bir hesap makinesi
veya bir bilgisayar iginizi cabuklagtiracaktir.) Pek
cok z’in yoriingesinin anlagilir hig bir kurala bagh
kalmadan [0,1] arahiginda rastgele dolandigini
goreceksiniz. §imdi 4 yerine 3.835 koyarak F),’yu
yineleyin. Bu sefer, 0 ile 1 arasindaki pek
¢ok z’in yorilingesinin, ama hepsinin degil, bir-
biri ardindan tekrarlanan tg sayilik bir gevrime,
0.15207 -+, 0.49451.--, 0.95863---’a ulagtigim
goreceksiniz.
e® ile F,’nun davraniglar1 arasmdaki
farkin nedenini gormenin en kolay yolu grafik-
lerini gbz oniine getirmektir. e" tekdiize ar-
tandir ve her basglangi¢ degerinin yoriingesi eninde
sonunda sonsuza kagar. Fakat F,’nun [0, 1]
aralifinda 6nce artan ve sonra azalan olmasi,
bu araliktaki noktalarin yorungelerin sinirsiz
bliylimesini onler. Tabii grafigi bu tip olan tek
fonksiyon F, degildir, ama F), nun ger¢ekten il-
ging oldugu agsagida gorulecektir. Gene de bazn
ozellikler i¢in onemli olan fonksiyonun ne oldugu
degil, bu araliktaki maksimum degeridir.
Dergimizin bu- sayisindaki problemlerden
biri (Y84) z ve g(z) reel sayilar olmak izere,
g(g(z)) = —z denkligini saglayan bir g fonksiy-
onu olup olmadigini  soruyor. Burada isi
zorlagtiran g(z)’in reel sayi olmast gartidir. Bu
sart olmadan, sanal i = /=1 sayisim kullanan
g(z) = iz igi goriir. Benzer sekilde, h(h(z)) = %
denklemini saglayan reel degerli bir ~ fonksiyonu
bulunabilir mi? Her iki fonksiyonun doért kere
yinelenmesi, her z igin bize tekrar z’i verir. Bir
bagka deyigle, g ve h her noktada periyodu 4 olan
bir ¢evrim meydana getirir.

B. Neden
Bilmeli?

Biyologlar da Matematik

Simdi  F}, 'nun- biyolojideki- bir uygula-
masina bakarak dinamik sistemlerin bagka bilim
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dallarinda da ortaya qktigim gorelim.  Bir
bolgedeki bir yaban hayvam tiirliniin niifusunu
incelemek istiyoruz. Bu pek ¢ok etmene baghdir:
yivecek miktari, iklimin sertligi, bu tiirii avlayan
diger tiirlerin varliy, .... Bu etmenler altinda
ele aldiginuz tiirlin niifusu azalabilir, hatta tiir o
bolgede yok olabilir; kontrolsiiz sekilde artabilir;
veya inig-cikiglar gosterebilir. - Bizim amacimiz,
bir baglangi¢ niifusu verildiginde uzun vadede ola-
caklar1 tahmin edebilmek.

Simdi bu istegimizi matematiksel bir
model haline getirelim. Ny baslangigtaki hay-
van sayisi, N, ise n nesil sonraki say1 olsun. En
basit gekilde, ne kadar ¢ok hayvan varsa, tiiriin o
derece hizl ¢ogalacagini kabul edebiliriz. Yani

N1 = /LN()
N2 = /lNl ZﬂzNo

Nn

I

uNp_ 1 = /v‘nNO

diyebiliriz. Burada p, tiiriin yavrulama orani ile
antill pozitif bir sabittir. Eger x4 > 1 ise ne-
* gegtikce N, siirekli artacaktir ve 0 < p < 1
ifira inecektir.

- Ny ler arasindaki bagintiy: bir fonksiyonla
» gosterebiliriz. z = Ny ve f(z) = pa dersek,

fzi= N, f(f(z)) = N, F(f(f(2)) = N, ...

slacaktir,

Yani tiriin uzun vadedeki niifusu,
fonksiyonunun yinelenmesinin  asimtotik
davramsiyla iligkilidir.

Bu modelin basitligi bazi sakincalar da be-
raberinde getirir; 6rnegin hayvan tiirii i¢in uzun
wadede topu topu iki ithtimal bulundugunu séyler:
> 1 ise hi¢ durmadan artig ve 0 < p < 1 ise
un tikenmesi. Cogu durumda bdyle olmadig
dir. Baz kisitlamalar koyarak ger¢ege daha
gun modeller elde edebiliriz. Tlk akla gelebile-
« fikir, mesela bolgedeki yiyecek miktarinin

kalmas: yiiziinden, hayvan niifusunun be-
bir S simirinin tizerine gikamayacagidir. Ama
< S oldugu siirece, hala yeterli yiyecek
Zundan, hayvan niifusu artmaya devam ede-
r. Hatta S = 1 alabiliriz. N, o zaman
r.degerinin yiizdesidir. Bu istediklerimizi
van en basit matematiksel model

Npyr = #Nn(l - Nn)

ligidir; p gene pozitif bir sayidir. N,, bire
asirsa, Np o veya (1 — Np)’den biri kiigiik
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olacak ve bir sonraki nesilde niifusun azalmasin
saglayacaktir.

Yukarida yaptigimz gibi bu bagintiyr da
bir fonksiyonun yinelenmesi olarak gorebiliriz.
€ = No ve Fu(r) = pae(l — z) dersek, gene
Ny = Fy(x), Ny = F,(Fyu(z)),... olur. Sonunda
F, fonksiyonunu elde ettik.

Ileride kullanmayacaksak da, yukaridaki
iki modeli diferansiyel denklem seklinde de
agiklayalim. Tabii gimdi hayvan niifusunu ne-
silden nesile degil de, zamanla siirekli degigen bir
N ¢oklugu olarak gérmek zorundayiz. O zaman
Nat1 = plNn ve Nypyy = pNy(1 — Ny,) yerine
sirasiyla

dN dN

—_—= — = uN(S—~ N

@ =MV ve - =uN(S-N)
gelir.  Burada ¢ zamandir ve g pozitif veya

negatif bir reel say:i olabilir. ¥

g nufusun artig
(veya azalig) hizi demektir. Ny = N(0) baglangic
niifusu ise, yukaridaki diferansiyel denklemlerin

¢oziimleri

SNoﬁ“%-ut

— #t i
N(t) = Noe*t  ve T Ne 4 NoeSH T NoeH

N(t) =

seklindedir.

Ilk denklemde # > 0 ise, zaman ilerledikce
(t — o), N(t) siirekli artar (N(¢) — 00);
# > 0 ise siirekli azalr (N(t) — 0). ikinci
denklemde g pozitif iken, N = § ise, % = 0;
N>Sise,%§<0;veN«<Sise‘fi—f>0
olur. Bunlar da sirasiyla, sabit kalan, azalan
ve artan nifusa kargibk gelirler. Yani, niifus
S’nin altinda kalmaya zorlanarak kendini den-
geler. Yalniz N,iy = pN,(1 - N,) modelini il-
ging kilan ¢evrimsel davrams artik gorilmesz.

Dinamik sistemlere bir érnek daha verelim.
Bir P(z) = apz” + ap_q2" 1 4+ ... + a1z + ag
polinomunun derecesi n = 1 veya 2 ise, poli-
nomun koklerini bulmak ¢ok kolaydir; 3 veya 4
ise, kokleri veren formiiller vardir, fakat bunlar
kullanmak zordur; 5 veya daha yiksekse, kokleri
veren formuller bile bulmanin imkansiz oldugu
gosterilmistir. Newton metodu, son iki durumda
kokleri yaklagik olarak bulmamzi saglar. zo bir
reel say1 olsun.

_ P(.’I)Q)
P'(zg)
P(z1)

= P'(zy)

ry =z
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[ P(xn.—l)
n - dnp—-1" 7
P,(177z—1)
yinelgen igleminin ~ verdigi zo,z1,...,Zn,...

dizisi, zg'in ¢ogu degeri i¢in P nin koklerinden
birine yakinsar. Gorildiigi gibi bu metot,
Plz)

K(z)=z— ()

fonksiyonunun yinelemelerinden olusan bir di-
namik sistemdir, P’(z) # 0 oldugu strece.
Burada da anlagilmak istenen A’ (z)’in degisik
x’ler igin yinelemelerinin nereye varacagi ve hangi
zo lar i¢in metodun bir koke yakinsamadigidir.

C. Fy(z) = pa(l — z)

Bu fonksiyonun énemi niifus hareketlerini
agiklamakla bitmiyor. Dinamik sistemlerin pek
¢ox Ozelligini de en basit haliyle gozler dntine ser-
mekte. O yizden bu yazimn biyik kism bu
tonksiyon 1 incelenmesine ayrildi. Ashnda elim-
izde bir degil, sonsuz sayida fonksiyon var her reel
(’ya karsilik gelen.

Yukarida da yaptigimiz gibi yalmz I =
[0,1} kapali araligindaki z’lerle ilgilenecegiz.
Siirekli olmas1 F, 'nun bu aralikta maksimum ve
minimum degerlerini alacagim, tiirevli olmast ise
bu degerlere ya araligin ugnoktalarinda, ya da
tiirevinin 0 oldugu noktalarda ulasacagin soyler.
Fu(z) = pz — pz? ve tirevi Fi(z) = p -
2pa’tir. Fj(z) =0, p’dan bagimsiz olarak yalniz
¢ = % noktasinda gerceklegir. Biitiin p’lar icin,
Fu(0) = Fu(1) = 0 ve Fu(3) = 4’tiir; ve bun-
lar F,’nun minimum ve maksimum degerleridir,
¢linki g > 0. Fonksiyonu yineleyebilmek, yani
Fu(Fu(z))’i hesaplayabilmek i¢in, F,(z)’in de
I’da olmast gerekir. Bu da p’nun 0'ile 4 arasinda
olmasint gerektirir.

Her ikisi de 0 ile 1 arasinda olduklarindan,
z ve Fy(z) birbirlerine esit olabilirler. Bdyle
bir & noktasina F, fonksiyonunun sabit noktas:
denir. pz — pz? = z ikinci derece denklemini
carpanlarina ayirarak ¢ozer ve = 0 ve

(1 o= B2
~ #

elde ‘ederiz. 0 her p igin sabit noktadir, fakat

¢* - diyecegimiz diger z deferi yalmz g > 1

iken I’dadir. Zaten F),, ancak u > 3 iken il-

ging olmaya baglar. L.8

p =28 igin z* = 3% =

0.64286 - - - bulunur. Bu noktayr bulmanin en ko-
lay yolu, Fj,’nun grafigi ile y = z dogrusunu
kesigtirmektir, ¢linki orada y = F,(z*) = =*.
Sabit noktalarin yoériingeleri tek bir noktadan
olugur, kendileri. 1’in yorungesinde ise yalmz 1

ve O vardir.

*
| ‘ X
| | I | | bl |

Sekil 1 (i = 2.8)

Bu iki sabit nokta arasinda temel bir fark
vardir. Bunu goérmek igin, 0’a ¢ok yakin bir nok-
tanin, ornegin zg = 0.05’in yorungesine bakalim.
Gereginden fazla hesaba bogulmamak i¢in Sekil
1’deki grafik yontemini kullanacagiz. Okuyucu
hesap makinesi ile yapilanlar1 kontrol etmelidir.
& = z¢’da ¢izilen dikey bir dogru F, 'nun grafigini
Yo = Fu(zo) yiiksekliginde keser. F,(F,(zo)) =
Fu(yo)"1 bulmak icin, z = yo’da dikey bir dogru
cizmek gevekir. Bu noktayi ise yo yiiksekliginde
yatay olarak y = = dogrusunu kestigimiz noktaya
kadar ilerleyerek buluruz; burada ¢ = y = yo. Bu
yeni z degerine zy diyelim; xy = Fy(zo). Simdi
z = 2 de dikey yonde ¢izecegimiz dogru F, 'nun
grafigini y1 = Fu(21) = Fu(y) = Fu(Fu(zo)) da
kesecektir. Boylece F,’yu yinelemis olduk. u =
2.8 i¢in 1 = yp = 0.133 ve y1 = 0.32287 ... dir.
Bundan sonra sirayla yatay ve dikey yonde git-
meye devam ederiz. Goruldugu gibi, 0’a ¢ok
yakin bir yerden bile baglasak, z(’in yoringesi,
etrafinda donerek z*’a yaklagir, ona hi¢ bir za-
man ulagamasa da [6]. Isifin etrafinda ugusan
bocekler geliyor akla. 0, 1 ve z* digindaki biitiin
baglangig degerleri i¢in boyledir. F,(z)’in n kere
yinelenmig halini F}(z) ile gosterelim; ornegin
Fi(az) = (Fy o Fu)(z) = Fu(Fu(z)) = p2(l -
z)(1 — pa(l — z)). Bu goésterim F,’nun n’nci
kuvveti (Fj(z))™ den farkhidir. Yukaridaki

[9]



ctimleyi simdi

.nlifgioFS(l')::L’* (z# 0, z#1)
diye yazabiliriz. ~ Yani «* ¢eken ve 0 iten

sabit noktalardir.- Bu fark nereden kaynaklanir?
Grafige dikkatle bakilirsa, 0’da F), 'nun grafiginin
¥y = z dofrusundan daha dik oldugu goriiliir;
z” ’daysa tersi dogrudur. Burada diklikten kasit,
F, 'nun grafigine teget olarak gizilen bir dogrunun
egiminin mutlak degeridir; tegetin yonii 6nemli
defildir. y = 2 dogrusunun dikligi her yerde
I'dir. Bir noktadaki tiirev o noktadaki egimi
verdiginden, |F/(0)| = p=2.8 > 1 ve [P (2*)| =
[2—p|l =08 < 1, bize p = 2.8 i¢in neden 0’in
iten ve z*'in ¢eken oldugunu gdsterir.

wyu artirdifimizda ilging bir durumla
kargilasiniz. F,'nun maksimum degeriyle bir-
likte |F/(z*)] da artar ve g = 3 = M, iken
1M geger. Simdi p = 3.2 > M, oldugunda
Sekil 2°den F),’nun grafiginin ve yinelemelerinin
neler verdigine bakalim. z = 0.05 baglangi¢ nok-
. tasinin yoriingesi Once z*’a yaklagir, fakat sonra
onun iki yanindaki 2} ve 2% diyecegimiz iki nok-
tanin civarinda gidip gelmeye baslar. Yani zy ve
z3. periyodu 2 olan bir gevrim meydana getirir-
=r. Bu noktalar gene ¢eker olarak adlandirihrlar,
¢unkil yakinlarindaki noktalari digerinin etrafina
gonderseler de, ikisi birlikte uzaktaki noktalar:
tizerlerine ¢ekerler.

Bu ikili ¢evrimi daha iyi anlamanim yolu
FZ'nun grafigine bakmaktir. F,’nun - sabit
noktalar F‘f ‘nun- da sabit noktalaridir, - ¢linki
W Fu(0)) = Fu0) = 0 Ve Fu(Fu(z™)) =
Fu(z”) = 2. Ama simdi iki sabit nokta daha
vardir; z7 ve z3, ¢linkii F,(F, (1)) = Fu(z3) =
x] ve Fu(Fu(z3)) = Fu(ay) = z3. F2’nun
derecesi 4 oldugundan basgka yoktur.  Ilk iki
sabit nokta sayesinde Fi(a:) ~ z polinomunu
¢arpanlarina ayirp diger ikisini de buluruz:

A x*g;(u+1)¢v(u+1)(u~3)
s b 2 '

5=32icin o* = 22 = 0.6875, o = 0.51304 ...
= = 0.79946 - - ’dir.  0’la birlikte bu dort
12 > e . - - . e

! ‘,F“ nun grafiginin y = = dogrusunu kestigi
rlerdir. 0 ve z*’da grafik y = 2 ’ten daha diktir;
Zerlerinde degildir. Bu da 0 ve z*’1n iten, z] ve
n ¢eken oldugunu soyler. Hatta, tiirevde zin-
curalindan, (F2)(x}) = Fu(Fu(ay)Fy(23) =
23)Fu(]) = Fu(es) Fi(Fue3)) = (F2Y(x3);

(]
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yani F,f ‘nun 7 ve z%’daki egimleri esittir.

i
N
X‘l
] ! I L 2K
Sekil 2 (i = 3.2)

| |

z} ve z3, p > Mp oldugunda ortaya
gikarlar.. Tam g = M, iken z* = z] = 3.
Bir baska deyigle, 4 Mjp"1 gecerken periyodu 1
olan ¢eker periyodu 2 olan bir ¢evrime pargalanir.
p arttikca da z} ve 23 birbirinden uzaklagirlar.
Ayni zamanda, F,f ‘nun bu noktalardaki dikligi
once azalr, fakat sonra artar ve diyelim no=
My ’de 1 = z dogrusununkini geger. z* ve Z5 'nin
her biri ayni anda kendi ikili ¢cevrimlerini dogurur.
Tabii bunlar Fj igin ikili ¢evrimlerdir; F), igin
hepsi birden periyodu 4 olan bir ¢evrimdir. My
degerini (F2)'(z7) = —1 esitligini ¢dzerek bulu-
ruz. Uzun ve sikicl hesaplardan sonra bir ikin-
ci derece denklemin ¢Bziimlerinden biri olarak
M; = 146 = 3.44949 ... ¢ikar. - F,’nun bu
dortli ¢evriminin her noktas F;} nun birer sabit

[10]
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noktasidir. Fji’'nun F? ve F,’dan gelen 4 sabit
noktasi daha vardir. Ik 4 nokta ceker, digerleri
iter. Sekil 3’te p = 3.5 igin Flf 'nun 8 sabit nok-
tasy goriiliyor.

| /]

| |

| | | | 1 ]
Sekil 3 (u=3.5)

Bundan sonra neler olacagini tahmin et-

mek zor olmasa gerek. u ¢ok az daha
artirildiginda F[} ‘nun ¢eken sabit noktalarindaki
dikligi, g = Mo = 3.54409---’da aym anda 1’
gecer ve F, icin bir sekizli ¢evrim elde edilir. Bir
sonraki pargalanma y = Mz = 3.56441.-.’de,
ondan sonraki yu = M, = 3.56876---’da, bunu
takip eden de g = Ms = 3.56969...’da mey-
dana gelir, ve sirasiyla on altili, otuz ikili ve
altmig dértli ¢evrimler ortaya cikar. Yalmz artik
bu degerleri, polinomlarin derecesi yiikseldigi i¢in
bir denklem ¢ozerek elde etmek ya ¢ok giigtiir,
ya da imkansizdir. Ama M,, Mz, M4 ve M;s,
programh bir hesap makinesi veya bir bilgisa-
yar kullanilarak yineleme ile bulunabilir. Mesela,
M3’ nin tahmini degerinden biraz kiigiik bir p
alinir ve rastgele bir z baglangic sayim giri-
lerek, yineleme ile F,’nun dorthi gevrimi bu-
lunur. =z 0.5 kullanmak yararlidir, ¢iinkii
Fy’nun maksimum noktasidir ve her p’da mut-
laka ¢eken bir ¢evrime ulagacagi gosterilebilir.
Sonra p yavag yavas artirilarak yineleme tekrar-
lanir ve F,’nun dortli c¢evriminin hangi p’da
sekizli ¢evrime parcalandig: gittikce daha hassas
olarak bulunur. Bulunan deger My ’dir. M3, My
ve Ms icin de ayni yontem isler.

Dikkat - edilirse, My degerleri  k
artinldiginda “artmalarina ragmen birbirlerine
vaklasirlar ve

My, = 3.569945671868 - -

degerine yigihrlar. Burada ilging olan, Mj5’'in
My 'a agint yakinhgina ragmen, bu dar aralikta
sonsuz kere ¢evrimlerin periyodu iki katina ¢ikar
ve 2'nin her kuvvetinde periyodu olan ¢evrimler
elde edilir. Diger ilging olan sey, (Mg — My—_1) /
(Myy1 — My) oramdir.  Tlk bir kag M ile
bu orani hesap ettigimizde sirasiyla 4.75146 - - -,
4.65552 -+, 4.67126--- ve 4.67742-.- buluruz.
Bu oranin k arttik¢a yaklastigy deger de hesap-
lanabilir [5]:
§ = 4.669201660910299097 - - -.

6 sayesinde, %ﬁ—:—%—i 4.66920 - - - yaklagik
esitliginden Mg’y1 3.56989 . diye, ve benzer
gekilde M7’yi 3.56993 - - - diye tahmin edebiliriz.

Her M; degerinde periyodu 2% olan bir
cevrim, ikiye par¢alanarak periyodu 2**! olan
bir ¢evrimi dogurur. Bu ¢evrimleri meydana ge-
tiren noktalar1 tam parcalanma aninda hesap ede-
biliriz. Ornegin, (t)'de 4 = My = 3 koyarak,
e =2 =0.66667--;ve (})’de p= My = 146
koyarak,

\ _2+\/€:F\/5_{

~

0.43996 - -,
0.84994 - - .

Ti2 = 3(1+ V6) =

buluruz. M, igin, yukarida tarif edilen
yineleme yénteminde pargalanmadan hemen
once elde edilen dort degeri aliriz;  bunlar
yaklagik 0.36329 --- ve 0.52359..: ile 0.81979---
ve 0.88405 - - tir. Ik iki say1 yukardaki
0.43996 - - -’nin, sonraki iki say1 ise 0.84994 .. .’lin
parcalanmasindan ortaya ¢ikarlar. Ms i¢in aym
yontemnle, 0.34676---, 0.37477---; 0.49061---,
0.55427--+; 0.80741---, 0.83520---; 0.88060- - -,
0.89079 - - - bulunur. My icin ise boliinme 6ncesi
cevriminin noktalar1 0.34341-.-, 0.34795.. .
0.36790 -+, 0.37969---; 0.47834---, 0.50375- - -;
0.54994 - -, 0.56090 - -; 0.80468---, 0.80968 - -;
0.82992---, 0.84054 ---; 0.87895 -, 0.88329 - - -;
0.89052+-., 0.89214..-tir. M5 teki ¢evrimin
noktalarini vermiyoruz, ¢linkii tam 32 tane. Hep-
sinin ikiser ikiger bir nceki gruptaki hangi nok-
talardan dogduklari bellidir.  Cevrim nokta-
larmn [ = [0,1] arahigindaki konumlan Sekil
4’te gortiliiyor. Dikkat edilirse, en alt satirdaki
ikinci sekizlik blok iki sira yukaridaki biitiin nok-
talarn sikigtirilmig bir kopyasidir; diger siralarda
da gozlenebilir bu [6]. Gene yinelgen bir davranig
elde ettik elimizdeki sistemden. Bu tip kendini
doguran davraniglar ashnda butiin dinamik sis-
temlerin ozelligidir.
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Sekil 4

L sonsuza giderken 2% periyotlu nokta-
m olusturdugu kiime, daha dnce bu dergideki
bir yazida [7] anlatilan bir genellestirilmis Can-
tor kumesidir.  Yalmz burada kiimemiz acik
arahiklar atilarak degil, noktalar eklenerek inga
edilir. Dinamik sistemler gibi Cantor kiimeleri
de kig¢iltilmis kopyalarin sonsuz kere iclerinde
barindirirlar. Boylece Cantor kumelerinin
msasina da bir dinamik sistem goziiyle bakabi-
liriz. Aym noktadan dogan ikizlerin aralarmdaki
fark da gittik¢e azalir, ama diizgin bir sekilde.
Her gruptaki %’ye en yakin nokta sirasiyla
0.66667 ---, 0.43996---, 0.52359---, 0.49061---,
0.50375--+ ve 0.49850.--’dir. " Bunlarin —% ile
aralarindaki uzaklik diizglin sekilde azahr. Bir
onceki uzakligin bir sonrakine oram aj her de-
fasinda hemen hemen aymdir ve

o = 2.5029078750958928485 - - -

degerine yaklastigi bulunmustur. @, cevrim
noktalarmin 7’daki siklifinin bir gostergesidir.
Ayni oran, baz ikizler ile onlan doguran nokta
ve onun ikizi arasinda da gorilir. @ ve
6 sayarimin degigik fonksiyonlarla bile ortaya
¢ikmasi gagirticidir.

Elimizdeki dinamik sistemir. kendi ken-
disini dogurdugunu degisit *1ir agdan tekrar
gorelim. Sekil 2°de, F 'f ‘nun grafiginin ortasindaki
kareye dikkatle Fakalim. Bu karenin say iist
kogesi F, 'nun sabit noktast z* dir. Sol iist kogesi
Fy’uun, yuksekligi «* ’daki yiiksekligine egit diger
uoktasidir. pa(l —z) = é‘i—l— egitliginden, orada
z = L°dur. F,f nun grafiginin bu karenin iginde
kalan kismi, daha kiigiik bir g i¢in F,’nun
grafiginin ters ¢evrilmis kiigiik bir kopyasmndan
bagka bir sey degildir. Dolaywsiyla F2’yu, bu
kareyi biyuk kareye yayan bir normallestirme
operatorii altinda doniigtirerek, F,’ymus gibi
incelemek de miimkiindiir.  Ustelik buradan,
Moo, degerinden Once F,’nun ¢ekerinin peri-
yodunun sonsuz kere ikiye katlandigimi gormek
daha kolaydur. Sekil 3’teki  F;} grafiginin
orta kisminin F 3 ‘nun grafiginin tepetaklak hali
oldugunu gormek sagirtici olmasa gerek artik.

D. Kaos ve Turbulans

Peki p > My iken neler  olur?
Cogu baslangic deferinin yoriingesi gene bir
¢ekere yakinsar, ama ¢ekerin periyodu ¢ok
yiksek olabileceginden, bunu sayilarla fark et-
mek imkansizlagir. Fakat artik bazi baglangig
degerlerinin  yortungeleri kaotiktir, yani sonlu
hi¢ bir ¢ekere yaklagmadan [I’da -dolanitlar.
Mitolojide diinya kurulmadan onceki kangik
ve belirsiz durumu anlatan kaos kelimesi bu
yorungeleri oldukca iyl betimliyor. Daha da ilging
olani, birbirine ¢ok yakin iki baglangi¢ degerinin
yorungeleri birbirinden tamamen farkli yerlere
ulagabilir. Bu ozellige baslangig sartlarina has-
sas bagimlilik denir ve kimi yazarlara gore kaosu
tammlayan ¢ Szellikten biridir [3]. Diger iki-
si de goyledir: Fonksiyonumuz her hangi bir
kiigitk araliktaki noktalarn yinelemeyle diger her
hangi bir kii¢lik araliga tagiyabilmelidir (topolo-
jik geciglilik); ve de fonksiyonumuzun periyo-
dik noktalar: tanim aralifinda yogun olmahdir,
yani tamm aralifindaki her noktaya istenildigi
kadar yakin bir periyodik nokta bulunabilmelidir.
Bu ozelliklerden son ikisinin ilkini gerektirdigi
de biliniyor [1]. Bu odzelliklerin saka yollu bir
agiklamasi da soyle: Cin’de bir kelebek kanat-
larim ¢irpar; glinler sonra Meksika Korfezi'nde bir
kasirga patlar.

Bazi ¢ > My degerleri igin ise peri-
yodu 3 olan noktalar ortaya gikar. A kisminda
baktifimiz ¢ = 3.835 bunlardan biridir. Peri-
yodu 3 olan noktalarin énemi bu dergide daha
once ¢ikan bir yazida [2] verilen bir teoremde
gosterilmigti. O teoreme gore, efer stirekli bir
fonksiyonun periyodu 3 olan bir noktasi varsa,
diger her hangi bir periyotlu noktasi da vardir.
i = 3.835'in gl cevrimi ¢ekendir, ¢iinki
I(F2)(0.15207-- )| = 0.39497--- < 1. Dikligin
¢evrimin diger iki noktasinda da ayni oldugunu
biliyoruz artik. Yalmz periyodu 3’ten farkli nok-
talarin hi¢ birisinin meydana getirdigi ¢evrimin
¢eken olmadig: biliniyor. Baslangi¢ degerlerine
hassas bagimlilik yiiziinden, hesap makinesi veya
bilgisayarla bu ¢evrimleri bulmak imkansizdir. p,

[12]
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tghi ¢evrimi veren degerlerin biraz Otesine geg
tiginde, bu ¢evrimler de ikiye par¢alanirlar: sonra
gene ikiye parcalanirlar, ve M, 'dan onceki du-
rum tekrarlanir. Sonunda g = 4 oldufunda, F,
I'nm her noktasinda kaotiktir ve her z baglangic
degerinin yoriingesi sonlu bir ¢evrime ulagamadan
bu aralikta gezinip durur.

Periyodik noktalar hakkinda bir onceki
paragrafta bahsettigimiz teoremden daha ¢ok
bilgi veren bir teorem ‘daha vardir ve dogal
sayilarin agagidaki siralamasiyla ilgilidir:

305070 52:-362-5p---527-322 .5 ...
623.302% 55 b 32352259201,

Bu siralamada once 3 ile baglayarak tek sayilar
dizilir, sonra tek sayilarm 2 ile ¢arpimlari, sonra
2'nin karest ile carpimlari, ve boyle devam edilir.
Geriye yalnmz 2’nin kuvvetleri kalir ve bunlar da
(2° = 1 dahil) ters sira halinde sona-konur.
Sarkovski tarafindan kesfedilmig olan teoremimiz,
surekli bir fonksiyonun her hangi bir dogal say1da
periyodu olan noktas: varsa, siralamamizda onun
sagindaki bitiin sayilarda- da periyotlu nokta~
lar olacagini syler {3]. 3 en basta oldugundan,
onceki teoremin dogrulugu bir defa daha goriihir.
Yukarida baktifimiz g = 3.5 halinde ise, dortli
bir ¢evrim oldugu igin, ikili ¢evrimlerin ve sabit
noktalarin da olacag bellidir.

Artik  dinamik sistemlerle akigkanlar
mekanigl arasindaki iligkiden soz  edebiliriz.
Riizgarsiz bir verde tablada yanik duran bir
sigaranin dumanina veya ¢ok agmadiginiz bir
musluktan akan suya bakm. Akigkan (du-
man veya su) Once sakin- ve diizgiin aka-
cak, kaynaktan uzaklagtik¢a salmip titresmeye
baglayacak ve sonunda karmakarigik bir gekilde
akmaya baglayacaktir. Bu son duruma tiirbiilans
(calkant1) adi wverilir.  Bizi asil ilgilendiren,
aradaki gecis evresindeki salmimlann F,’nun
periyodik noktalar: arasindaki gidig geliglere ben-
zedigidir. Bu konuda genel bir teori heniiz yok-
tur. Bu derginin bir énccii sayisindaki bir yazida
[4], kaos ve tiirbiilans teorilerinin daha genig bir
tartigmasi bulunuyor, -

Baz akigkanlar mekanikgileri, tirbilansa
gegigin F, 'nun Mo, 'dan 6nceki davramsina ben-
zettiler. Gegig-evresinde gittikge daha fazla peri-
yotta titresimlerin ortaya giktifim, ve My gibi
bir noktada aniden baglayan tam tiirbilansin,
sonsuz sayida degisik periyotlu salimmn bir
bilegkesi oldugunu ileri siirdiiler. Diger bazlan
ise liglii periyot tizerinde durdular ve dnce sonlu
sayida -degisik periyotlu titregimlerin olacagini,

sonra da aniden {i¢li bir periyodun dogurdugu bir
garip ¢ekerin tam tiirbiilanst olugturacagini iddia
ettiler [8]. Garip ¢eker denilen sey, bizim simdiye
kadar gordugimiiz cekerlerden farklidir ve on
az iki boyutlu sistemlerde ortaya gkar. Bizim
cekerlerimizde (kaotik bdlgede degil), birbirine
yakin iki noktanin ikisinin de ydriingesi ya ¢ekere
yakinsar, ya da Foo’dan birine kagar. Garip
cekerlerde boyle iki noktanin yoriingeleri sonsuza
ka¢gmadan birbirinden uzaklagabilir ve cekerin °
civarmda ayr ayr yogun kimeler olusturabilir;
bu ¢ekerler kaotiktir. Garip sifat: bunlara konuyu
ilk inceleyenlerce verilmistir ve matematiksel bir
anlam ifade etmez.

~ ]

Sekil 5 (u = 4.15)
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mtor Kiimelerine Donitig

Son olarak kabullenmelerimizden birinin
2 gikip g > 4 haline bakalim. Artik F, 'nun
indeki maksimumu £ > 1, ve Sekil 5te de
1diigi gibi, I’nin tam ortasindaki bir 4y agik
ndaki ’leri Fu, I digina tagir. Bu nokta-
voriingesi —oo’a kagar. "Diger bir ya;z,@}a,
ise Fu(z) > 1, F2(&) <0 ve

lim Fj(z) =

7= OO

i

ifinda {’da kahrlar. Bunlarmm “A; kiimesi

ecegimiz bir kismu, F, altinda Ag’a tagimirlar;

sonunda —oo’a giderler.  Geri kalanlarn
kismu (As), Fj'nun iki kere yinelenmesiyle
“a girer, li¢iincl yinelemede I disima cikarlar.
‘e;.erek

Aa={eel:F(z)€ Ao}
= {er:Ff(w)el(kSn), Fitie) ¢ 1}

ebiliriz. [’dan bitiin A, lerin atilmasiyla
1 ve yorungeleri I’dan kagmayan noktalar-
meydana gelen

_1\(U40)

n=0

=sini daha iyi anlamak istiyoruz.
p>4dve Fu(z) = pe(l-z)=1 ise

BF A/ pu(p—4)

21

T=dA12 =

O halde I\ Ag iki kapali araligin blleglmxdlr
0,a1) ve Iy = [as,1]. Hem I;’in hem
nin Fy - altindaki gériintisit I'yr tama-
orter: Fy(h) = Ful) = I. (I2)
imde Py, tekdtze artandir (azalandir), yani
rdir. Dolayisiyla, hem I ’in hem de 5 nin
sinda,  Fy, o altinda Ag’a tasman birer agk
= vardir; bilegimlerine A; deriz. I\(AgUA;)
tane kapali arabktan meydana geliv ve F,
birini tekdiize olarak Iy veya Iy iizerine,
= gene tekdiize I iizerine génderir. Onceki
daki gibi, bu dért araligin her: birinin or-

o F 3 taiafmdan Ao ’a gonderilen birer acik
%};iunur ki bunlar A4s dedigimiz kiimedir.
en araliklar Sekil 5te F, 'nun grafigi ile
gortliyor. ~ Genel olarak A,,, 2" tane
agik araliktan olugur, I\ (4o U---U 4,)

L, e

i3
’B

i

geri kalan noktalan, bir kere F, uygu-

ere daha F), uvgul rsak I’'min digina qikarlar
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ise 2"*! tane kapal arahktan. F7F! bu ka-
palt araliklarin her birini tekdiize ve iizerine
olarak I’ya gonderir, ve her birinde degigmeli
olarak artan ve azalandir. Fj+!’nun grafigi 27

- horgiclidiir ve y = 2 dogrusunu en az 2" yerde

keser. Buradan da FJ}’nun en az 2" sabit nok-
tas1 oldugu, ya da F,’nun periyodu n olan en
az 2" noktast oldugu ortaya cikar. Simdiye
kadar yaptigimiz ig [7]’de anlatdan Cantor kiimesi
ingasindan farksizdir ve C bir genellestirilmis
Cantor kiimesidir.

C’deki bir - noktanm - F,  altindaki
yoriingesi tamarmuyla C’de kalir, ¢iinkii digan
kagan noktalar Ay ’lerin birindedir. Dahasi da

- Fy’nun ay ve ap’deki dikligi f = |F)(a1)| =

(an)[ = \/,u(,u 4). Sekil 5’teki grafikten de
gomleceg; gibi, eger ﬂ nin-1’den biyik olmasini
saglarsak, F,'nun Iy ve I, tzerindeki dikligi
1’den biiylik olur. C C Iy U Iy oldugundan, aym
sartlar altinda, C' noktalarindaki diklik de 1’den
biyiiktiir: Sonug olarak, § > 1 egitsizlifinin
saglandig

u>2++5

degerlerinde, C kiimesinin tamami iten noktalar-
dan olusur. -
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