limleri dalindaki uygulamalar giiphesiz ki ont-
miizdeki yillarda giindelik hayatimizi daha ok
etkileyecek.

denetim mihendisligi PP
goriinti isleme.

fuzzy bilgisayar mimarisi

fuzzy uzman sistemler bitgi rohendisligi

Sekilde bulanik kiimeler kuraminin yarat-
t1g1 uygulamalardan bazlar goriiliyor.

Benimle yazigmak igin “yasswin.oz.au” in-
ternet adresini, ya da “Laboratory of Concur-
rent Computing Systems, Swinburne University

of Technology, P.O. Box 218, Hawthorn, 3122,
fizzy matematik fuzzy mantik Avustralya” posta adresini kullanabilirsiniz.
e Bulamk Kameler
(fu;iails) istatistik
robetik KAYNAKCA
fuzzy dleme
[Zad65] Lotfi A. Zadeh, Fuzzy Sets, Information and

Control, 8, 338-353 (1965).

350 yilhk bir arayigtan sonra unlit Fransiz
matematicisi Pierre de Fermat’nm (1601-1665)
bir kitabimin kenarina not olarak kanitladigi-
1 yazdify, ancak kamitim hi¢ bir zaman kagida
gecirmedigi bir teoremin, gecen yaz Haziranin
sonuna dogru Andrew Wiles adh bir matema-
tik¢i tarafindan kanitlandigim duymugsunuzdur.
Fermat genellikle kanitladigi tecremlerin kamti-
n1 yazmazdi. Soz konusu teorem diginda, Fer-
mat'mn kamtladigin iddia ettigi bitin teorem-
ler (daha dogrusu Onermeler) kendisinden sonra
gelen matematikeiler tarafindan kanitlanmstir.
Bu yiizden kamit: daha yeni bulunan séz konusu
onerme “Fermat’min Son Teoremi” diye anilir.
Iste dnerme:

Fermat’nin Son Teoremi. Eger n- > 3 bir
tamsayiysa, ¢" +y*? = 2"

- Nasil buldum bu esitligi?

hi¢ s0z etmemesi, kanitinin yanlis oldugunu ken-
disinin de anlamig oldugu dogrultusunda.

Bu yazinin amaci, yukaridaki teoremle il-
gili ve Fermat’nin bildiginiden emin oldugumusz iki
teoremin kanitini vermek.

Once 22 + y? = 2% denklemini ele alalim.
Fermat’'nin teoremi bu denklemin ¢éziimiiniin o}-
madiguu sdylemiyor. Nitekim denklemin ¢ozii-
mii var. Ornegin,

01442 4 148332 = 174252

Iste matematigin
gict - ve glizelligi burada. Hesaplamaya gerek
kalmadan, bu ve bunun gibi biitlin esitlikleri elde
edebiliriz. z?+y? = 2z? denklemini saglayan daha
kiigiik sayilar da vardir:

denkleminin pozitif 32 4 42 = 52

tamsayilarda ¢6ziimii yoktur. : 52 4+ 192 = 132
. , . ~ 7+ 247 = 252
Pierre de Fermat’nin bu teoremi gergekten 82 4+ 152 = 17

kamtlayip kamtlamadigini bilemiyoruz.  Bi-
-k bir. olasihkla hi¢ bir zaman da - bile-
vecegiz. Fermat’nm bir kamta sahip oldugu-
dilgtindiiglinden pek kusku duyan yok. An-
kamtinin yanlig oldugunu diigiinen de ¢ok.
¢ekten de, Fermat’nmin ¢agin dnli matema-
erine. yazdigl mektuplarda bu 6nermeden

cent Universitesi Matematik Béliimii Sgretim liyesi

Babilliler bu esitlikleri biliyorlardr. M.O. 1900-
1600 yillar arasinda kazildiga anlagilan bir Babil
tag tabletinde bunlar gibi onbeg esitlik vardir. Ba-
billiler biiyiik bir olasihkla

0 (@2pg)*+(* —*)? = (p* + ¢*)?

e——y
ok %
|

E



NESIN

esitligini de biliyorlardi!. Bu esitlikte p ve ¢ yer-
ine iki tamsay: koyarsak, z* + y* = 2? denk-
lemini saglayan tamsayilar buluruz. Ornegin,
p = 127 ve g = 36 olarak alhigimizda, yukandaki
91442 + 148332 = 174252 esitligini buluruz.

22 + ¥y = 2% egitligini saglayan tam-
sayilara Pisagor dglileri adi verilir. Cunki, Pi-
sagor’un iinlil teoremine gore, bir dik tiggenin dik
agisint olugturan iki kenarmn karelerinin toplamu,
ticiinedl kenarin karesine esittir.

AN

a

Her - Pisagor  fticlisli, 1i¢ kenan da tam-
sayl uzunlugunda olan bir dik {liggen verir.
Bunun tersi de dogrudur: i¢ kenanm da tam-
say1 uzunlugunda olan her dik tiggen bir Pisagor
tcliisii verir.

2? + y? = 2% esitligini saglayan tiim tam-
sayilar, yani tum Pisagor tglileri bulunabilir
mi? Evet. Eski Yunanh Oklit M.O. 300 yilinda
agagidaki teoremi kanitlamgtir.

Teorem 1. Gerekirse @ ’le y’nin yerlerini degis-
tirirsek,

(1) x2+y2 — zZ

denkleminin tim ¢Sziimleri sGyle elde edilir: dyle
P, ¢,d tamsayilar: vardir ki
z=d(p® +¢°)

&= de‘T! ¥y= d(p2 - 92);

dir.

Birazdan kanitlayacagimiz bu ' teoremin
wigimda, z24+y? = 2?2 esitligini saglayan tiim tam-
sayilar: bulabiliriz. Birkaginm: bulalim (hep d = 1
alacagiz).

Yukarida, ortak bolenleri olmayan ve biri
¢ift olan p ve ¢ tamsayilarim aldik yalnizca.

Simdi z* + y* = 2* denklemine gelelim.
Bu denklemin pozitif tamsayilarda ¢oziimii ol-
madigim Fermat kamtlamigtir. Kamitta, birinci
teorem ve Fermat’m kendi bulugu olan- ‘sonsuz
inig’ ad: verilen yontem kullanmustir. Ashnda Fer-
mat daha genel bir teorem kamitlammstir:

Teorem 2. z* + y* = 2% denkleminin, dolay:-
siyla z* + y* = 2* denkleminin de, pozitif tam-
sayilarda ¢ézlimi yoktur.

ikinci teoremin ilging  bir uygulama-
st vardir. Fermat’min teoremi salt 4 igin degil,
dorde boliinen tim tamsayilar igin dogrudur.

Ornegin, (a,b,¢) tamsaylar, 2% + ¢8 = 28

denkleminin bir ¢ozliimi olsayds,
tamsayilann z* 4+ y* =
¢Oztimii olurdu.

(a2,b2}c2)
z* denkleminin bir
Oysa ikinci teorem bu son

lplale=2y=p"-2=p"+ | 22+’ =2" |

271 4 3 5 42437 =52

312 12 5 13 122 452 =137
411 8 i5 17 82+ 152 = 177
413 24 7 25 247 + 77 =252
512 20 21 29 20° + 217 = 292
514 40 9 41 40% + 97 = 417
61 12 35 37 122 4 357 = 377
615 60 11 61 607 + 112 =612

denklemin ¢Oziimiiniin olmadigin: soyliiyor. De-
mek ki 2% + 3® = 2% denkleminin de c¢ozii-
mii yoktur. Aym tirden bir akil yiurtibme, Fer-
mat’min teoremini asal n sayan icin kamtla-
manmn yeterli oldugunu gosterir. Ikiden biiyik
ilk asal say1 3. Fermat, teoremi n = 3 igin ka-
nitladigim mektuplannda sik sik yazmigtir, ama
her zaman yaptigi gibi, kamtim agiklamamistir.
Yillar sonra, Isvigreli matematik¢i Euler (1707-
1783) n .= 3 icin bir kanit buldugunu mate-
matikci  Goldbach’a yazmigtir; kamitinn n =
4 sikkimn kamitindan ok degigik olduguna
dikkati ¢ekip, yakin gelecekte genel teoremin
kamtlanacagmi sanmadigimi da eklemistir. Eu-
ler’in 1770 yihinda yayimladigi kanitinda agikla-
madif1, karanhk kalmig yerler vardi. Bu agiklan-
mayan yerlerin dogrulugunu biiyik bir mate-
matik¢i olan Euler’in bilip bilmedigi tartisma
konusu. Konuyla ilgili okudugum kitaplardan,

1 Babil tag tabletindeki esitliklerden bir tanesi de 49612 + 64802 = 81612 'dir! (0) esitligi bilinmeden bu esitligin
bulunabilmesi oldukga zor. Bu yiizden Babilliler’in (0) esitlizinden haberli olduklarn sanihyor.

19



Euler'in diglincelerinin dogru oldugu, ancak her

‘ her timcesini agklamadify izlenimini
im. Bu kanit da ‘sonsuz inig’ yontemini kul-
iamr. ‘Sonsuz inis’ yontemi diginda,

{a+b/-3: a,b tamsayilar }

karmagik sayilar kiimesindeki kiipleri bilmek
gerekir.  Fermat bu kamt1 o cagda bilebilir
miydi? Kanitin Fermat’nin ¢aginin ¢ok ilerisinde
oldugu bir gercek. Ama Fermat da ¢aginin ¢ok
ilerisindeydi. Yamt bilinmiyor.

Yazinin kalan bolimiinde yukardaki iki
teoremin kanitini verecegiz.

Teorem 1’'in Birinci Kaniti. Eger (a,b,c),
(1) esitligini saglayan ii¢ tamsayiysa ve d her-
hangi bir tamsayiysa, (ad,bd,cd) sayilan da
aynt denklemi saglarlar.  Ornegin, (8,15,17)
bir ¢oziimdiir, bu ¢bziimi ikiyle ¢arpacak olur-
sak (16,30,34) ¢ozimiinii buluruz. - Yani, bir
¢oziimiin ¢arpimlarini alarak yeni ¢oziimler elde
edebiliriz. Bunun tersini de yapabiliriz. Eger
(a,b,c) bir ¢Sziimse, ve d tamsayisi d,b ve
¢’yi bolityorsa, (a/d,b/d,c/d) tamsayilar: da bir
coziimdiir. Dolaymsiyla, ortak boleni olmayan
goziimleri bulmak tiim ¢dziimleri bulmak icin ye-
terlidir. Bundan boyle, (a,b,¢) ortak boleni ol-
mayan bir ¢oziimii simgeleyecek. a? 4+ 82 = 2
oldugundan, a,b,c sayilarindan ikisi bir-sayiya
boliiniiyorsa tc¢linclisi ‘de ayni sayiya boliiniir.
Demek ki, a,b,c sayilarindan  ikisi: aym “sayi-
ya boliinemezler. - Dolayisiyla bu sayilardan iki-
st birden ¢ift olamazlar, yani bu ii¢ sayidan en
az iki tanesi tek sayidir. Bu sayilardan ikisi
tekse diglinciisii ¢ift olmak zorundadir. Hangi
sayl-¢ifttir? - ¢ ¢ift olamaz, ¢iinkii ¢ ciftse, a
ve b tek sayilardir, dolayisiyla a2 + 52 dorde
béliinmez; dte yandan ¢? dorde béliniir. Demek
ki‘a ve b sayilarindan biri ¢ift. Gerekiyorsa a
ve b sayillarinin yerlerini- degistirerek, a sayismin
cift oldugunu varsayabiliriz. -~ Bundan bdyle a
sayisinin ift oldugunu varsayacagiz. Demek ki
b ve ¢ tek sayilar, ve dolayisiyla ¢~ b ve ¢+ b
cift sayilar. O halde

(2 a=2n, c-b=2v, c+b=2w

olarak yazabiliriz. (2) esitliklerinden,

(c—l—b)—(c—b):Qw—Qv

(3) b= - .

=w=v-

o (c+b)+(c=b) 2w+2v

(4) 5 —= 5 =w+v

NESIN

esitlikleri ¢iktigindan, v ve w sayilarimin ortak
boleni yoktur, ¢linki hem »’yi, hem w’yi bolen
bir say1, b ve ¢ sayilarim da boler. a? + b2 = ¢2
esitliginden, a? = ¢? — b2 = (c — b)(c + b) esitligi
gikar. Bu egitlikte, (2)’den yararlanarak, a yerine
2n,c—b yerine 2v, c+b yerine 2w koyarsak, ve
4’leri sadelestirirsek

(5) n? = yw

esitligini buluruz. Demek ki vw tam bir kare.
Ote yandan v ve w sayllarimin ortak bolenleri
yok. Demek ki v ve w de birer kare olmak
zorundalar. v = ¢® ve w = p® olarak yazalim.
Isimiz asag yukar bitmigtir: (3) ve (4) esitlikleri
b=p?—q% ve c = p+¢? verir; (5) esitligi n = pq
verir, (2) esitlizi de @ = 2n = 2pg verir.

Teorem 1’in Ikinci Kamiti. Bu kanitta
geometrik bir yéntem kullanacagiz. = Kanita
baglamadan 6nce, (0,1) noktasindan gecen ve y
eksenine kogut olmayan bir dogrunun denklemi-
nin, bir m sayisi i¢in

(6) y=mz+1

bi¢iminde yazilabilecegini okura animsatirim. m
sayisina dogrunun efimi adi verilir.

Simdi-a, b, ¢ sayilin, 2% + 9% = z? denk-
lemini saglayan li¢ pozitif tamsayi olsunlar, O
zaman afc ve b/c kesirli sayilan,

(7N iyt =1

denklemini saglarlar. (7) denkleminin gercel say:-
lardaki ¢oziimleri, merkezi (0, 0) noktasinda olan
1 yarigaph ¢ember (birim g¢ember) izerindedir,
dolayisiyla (a/e,b/c) noktast -da. bu. cember
uzerindedir: k ;

/‘gl)(l,f)) ‘Ck
N

‘a > 0 oldugundan, (a/ec,b/c) noktasiyla
(0,1) noktast birim cemberin iki degisik nok-
tasidir. Bu iki noktadan gegen dogruya bakalim:

0]
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NI
N,

NP

vBﬁ-'&ﬁgrtlﬁun denklemi :

b

ly= cx+1,“

dir Yani (6) denklemmdekl m sayist (dogrunun
egimi yani) ——(;Q sayisina egittir, dolayisiyla ke-
sirli bir sayidlr Ortak béleni olmayan iki p ve ¢
tamsayilari i 1(_;111

®)  m=P

yvazahm. Aynca,

; r=afc
o {iZw
y&zahm. - / _ :

_ (7, 5) noktasi, yani-(a/c, b/c) noktasi, hem
birim ¢emberin, hem de y = ma + 1 denklemli

dogrunun iistiinde. Dolaysiyla (r, s). sayilan (6)
ve (7) denklemlerini saglarlar. Denkiemleumlzl

yazalim: o
S s=mr410

(10). -

Tkinei esitlikten s’yi biliyoruz: s = mr+1. Bunu

birinci egitlige yerlestirelim:

lwr +s?=r +(mr+1)2
Soldakl terimi agalm: ’

(1 + mg)r + 2mr+ 1

yani L
(11—{'- m?)r? 4 9mr =0,
yani RIS L
l(t+m%r42ml=0.

Ote yémdan' r# 0. Demek ki r’yi sra.delegtrirerék‘, '

(H+mPr+2m=0,

2y sayist hem p? + g2 ys hem de p? — 92 'vi be}uym sa,
bater. Ote yandan p? ve ¢? sayilarmum ortak boleni yok.

vani r = 1—;% buluruz. Bunu ve (10) denklem-

lerinden ikineisini kullanarak da s’yi bulabiliriz:

e ] = ~2m?+1w1—~:¢n2
§~m?+ T i4+m? *1+mgfv,
Demek ki - ‘
’ Cfr=at
. 2
o= BB

' Sxmél (8) ve (9) denklemlerini ;yukamdai«.z denk-

lemlere tagiyip biraz hesap yapacak olursak,
an

egitliklerini- eide ederiz. Ikinci egitlikten p® + ¢2

saylsmm (p* —92)c yi boldiigii gikar. Ote yandan
p?—¢? ile p? + ¢® sayisinmn ortak bdleni ya 1’dir
ya da 2%, Ortak bdlenin 1 oldugunu varsayalim.
{(Ortak bédlenin 2 oidﬁgu §1kk1 okura birakiyoruz.)
Bu varsayimla p? + ¢2, ¢’yi boler.

¢ = d(p2 +¢?%)
e§itli§iﬁi saglayan d sayisuu’ bulalim ve bumu
{11)ydeki esitliklere yerlegtirelim. Teorem 1 bir

kez daha kamitlanmstir.

Teorem 2°nin Kaniti, Teoremi kanitlayabilmek
i¢in bir Onsava gereksiniyorusz:

Onsav, Tek bir saymm karesi dérde bohmdu~
ginde 1 kahr,

Onsavin Kamtx Tek-saymza o adim1 vere:
Iim. ¢ = 20+ 1 bl(;lmmde yazahm Simdi
hesapl a.yahm g
o= 2+ 1) =424 4b+ 1= 4(b° + B) + 1.
Demek ki o® dorde bélindiiginde kalan 1°dir.’
Kamtimiz bitmigtir. ‘ ‘
Artik ikinci teoremi kamtlayabiliriz. ‘Son:

suz inig’ adi verilen yontemi ku}lanacagxz Teo-

o remm vanhs oldugunu varsayalim, yani ;

(12) :

esitliginin pozitif tamsayilarda bir ¢Sziimiiniin ol
dugunu varsayalim. Bir §eii§k1 elde edecegiz.
(12)’nin ¢oziimleri arasmda z’nin en kiigiik
oldugu bir ¢éziim secelim ve bu ¢Sziime (z,y,2)
adimi verelim.  (12) denklemi sadelestirmeye

2t pyt=2

© bu saylarn toplammy ve farkim da, yani 2p2 'yi ve 2¢° 'yi
Demek ki u=1 yada u=2.



kiigiik oldugundan,
‘eni voktur, Bundan da
ngi iki tanesinin ortak
Demek ki bu ¢ sayrdan
hilir, ve en az iki tanesi tek-
tekse, fglineiisii ¢ift olmak
olamaz, ¢inki z ¢iftse, = ve
y* dérde boliinmez; ote yan-
boltiniir. Demek ki ya 2 ya da y
; se ¢ ile y’nin yerlerini degi§t1rerek
gift oldugunu varsayabiliriz. Simdi (22,42, 2)
rima birincl teoremimizi uygulayabiliriz: or-

S Véﬂ nleri olmayan oyle a ve b vardir ki,
{13) z* = 2ab,
{14) vt =a? =,

z=a’+b?

dir.  Ayrica ¢ ve b sayxlarmdé,n’ yalnizca biri
¢ifttir. a’nmin ¢ift olamayacagin iddia ediyorum:
eger a ¢ift olsaydi, b tek olurdu. a = 2ay, b =
2b1+1 yazalim. Bu esitlikleri (14)’e yerlestirelim:
14 . .
02 82 = (4ad) 4 (2 + 1)

4ai +4b7 +4b, + 1

d(a? +b24+b)+1

il

- ve yukarida kamtladigimiz nsavla eligtik. Iddia-
mi kanitladim: a cift olamaz. Demek ki b gifttir.
(14) denklemine gore b2 + y* = a? oldugundan
birinci teoremi gene uygulayabiliriz: ortak boleni
olmayan 6yle ¢ ve d sayilarn vardir ki

(16) b = 2cd,

MNESIN
(17) y=c?—d?

(18) a=c’+d?

dir. Simdi 22 yi hesaplayalm:

2 D 205 MV gea(e? + d2).

Demek, 4cd(c? + d?) tam bir kare. Dolayisiyla
cd(c? + d2) de tam bir kare. Ote yandan ¢, d
ve ¢? + d? sayilarindan herhangi ikisinin ortak
béleni yok. Bundan da ¢, d ve ¢2+d? sayilarimn
birer tam kare olduklar ¢ikar. Yani oyle e, f, g
sayilar: vardir ki,

(19) c=¢e?,
(20) d=7f?,
(21) cd+d?=g?

dir. Kamtin sonuna geldik. Hesaplayahm:

44 g (19,20) 2+ d? (?;}?gz‘

Demek ki (e, f, g) sayilari da (18) denkleminin bir
¢Ozimiu. Son olarak, ¢ sayisimin, z sayisindan
kiiciik oldugunu kanitlayalim. Bu diledigimiz
celigkiyi verecek:

z = a2 + b, o (186, 18)( + d2)2 + 4:C2d2
gt +4actd? > gt > g.

Ikinci teorem de kamtlanmgtir.

Matematik Diinyasi’na yazarak begendiklerini belirten okurlarimza tesekkiir ederiz. Sevgili
Dilek Bagol (Kurugesme, Izmit) kardesimizin dvgilerini hak etmeye ¢aligacagiz.

Pergel ve cetvel ile bir aginin tice bohinmesi tizerine yazan okurlarimiza bunun yapilama-
yacagmm kanitinin Matematik Diinyasi’nda daha dnce (cilt 1, say1 1, sayfa 11-14 ve devam cilt
1; sayl 2, sayfa 10-15) Ismail Giloglu tarafindan yazildigini ammsatmak isteriz.

Yaz1 Kurulu




