WZINS

Sekil 3

Argimet bu noktada silindirin hacminin
87r® oldugunu, koninin hacminin bunun iigte biri
oldugunu ve AK ’'nin de HA’nin yarisi oldugunn
goz Ontne alarak kirenin hacmini %7r7’3 olarak
buluyor. Koninin hacminin silindirin hacminin
ligte biri oldugunu nereden buldugunu sorgulaya-
cak okuyucuya kargi Argimet’in saglam bir yanits
var: OKklit (1), Elemenlar, XIL.10.

Bu metodun kiire tizerinde sonug ver-
mesinden cesaret alarak -Argimet elipsoidin ve
paraboloidin hacimlerini hesaplama problemine
de elindeki kaldiragla girigiyor. Sekil 2 ve 3’te bu
¢oziimler igin kullandify ¢izimleri goriiyorsunuz.
Flipsoidin hacmi probleminde Agggc = —%%—2—
bagintisi, paraboloidin hacmi probleminde de
AS = S0O? bagintis1 onemli olacak. Hesaplarin
ayrintilarini vermiyorum. Bu kadar ipucu ve
Argimet’den yirmi iki ylzyil sonra yasiyor ol-
manin rahathgiyla nasil olsa sonucu kendiniz
hemen bulabilirsiniz . ..

Tesekkiir. I¢inde Argimet’in bu ¢ahigma-
s buldugum Archimedes, Heath (editdr), adh
kitabi bana yillar 6nce 6diing veren ve geri is-
temeyen dostum Prof. Metin Giirses’e gecikmis
tegelkiirler.

SONSUZ TUR SONSUZLUK VARDIR

Nurettin Ergun *

Bazi kiimelerin bazi kiimelerden daha faz-
la elemam vardir.  {1,2...,50} kiimesinde
{5,10,15,...,50} kumesinden daha fazla ele-
man vardir. {1,2,3,4} kiimesinin iki ele-
manlt alt kiimeleri, {1,2} kiimesinin tim alt
kiimelerinden fazladir. Iki gercel say1 arasinda,
tiim gergel sayilar eksenindeki rasyonel sayilardan
daha fazla irrasyonel say1 vardir. Matematigin en
onemli bagarilarindan biri, tammlanabilen tiim
kiimelerin “eleman sayilarmi” lkayaslayabilmek
amaciyla, bir tlir olgme sayilar sistemi ve bu
sistem iginde sagirtica ozelliklere sahip bir arit-
metigi tanimlayabilmesi olmugtur. Bu “Slgme
sayilar1” 6zel baz ordinal sayilardir. Bu sayilarin
ve iizerlerinde tammlanan aritmetigin temel
ozelliklerini tanitmak bu yazinin amacini ve kap-
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samum agar (bkz. Notlar 1).

Biz bu yazida su ana ve. temel odlgiitle
caligacagiz: Bir A kiimesinden bir B kiimesine
hi¢ bir iizerine fonksiyon tamimlanamadigy mate-
matiksel olarak kanitlanabiliyorsa, ancak o za-
man B kimesinde A kiimesinden daha fazla
sayida eleman vardir denir ve bu olgu kisaca
|Al < |B| igareti ile gosterilir. Eger A ve
B arasinda tizerine ve bire-bir bir fonksiyon
tanimlanabiliyorsa A = B ya da |A| = | B| yazlir
ve A ile B kiimelerine eg kuvvette kiimeler denir.

Ana Teorem. A ve B kimeleri ne olursa ol-
sun |A| = |B|, |A| < |B|, |B| < |A| bagdasmaz
durumlarindan biri ve yalnizca birisi gecerlidir.

Bu yazimin amaci es kuvvettte olmayan
kiime Ornekleri vermektir.  Uzerine (ya da



orten) fonksiyon, bire-bir fonksiyon, temel kiime
iglemleri ve tiimevarum kavranuni biraz olsun
taniyan, bilegkeleri tanimlanabilen iki iizerine
fonkiyonun bileske fonksiyonunun da iizerine
oldugunu. bilen ve anlama cabast ile okuyan
herkes anlatilanlari saminiz kavrayacaktir. Eli-
nizde tuttugunuz derginin Haziran-Agustos 1991
sayismda yayimlanan Kimelerin Niceligi baghkl
vazinin baz sonuclarina bakmak yararl olabilir.

Tim dogal sayilar - kilmesi, yani
1L,2,3,...,n,n + 1,...}, kisaca N igareti ile,
{1,2,...,n} kiimesi ise N,, igareti ile gosterile-

cektir. Bir. X kiimesinin tiim alt kiimelerinden
olugsan kiime ise P(X) ile gosterilecektir.

Onerme 1. N, kimesinden N,;, kiimesine
uzerine bir fonksiyon tanimlanamaz.

Bu onermeyi n dogal sayilari iizerinden
timevarimld gosterecegiz. Apacktir ki Ny =
{1} kiimesinden Ny = {1,2} kiimesine ta-
nimlanan herhangi bir fonksiyon altinda N,
kilmesindeki elemanlardan birisi * gdriintii ele-
mani olamaz. Simdi Onermenin n dogal
sayist igin dogru oldugunu varsayahm. Buna
n’ncl adim varsayim ady verilir. Ba varsayim
altinda Npi; kiimesinden N, .., kiimesine her-
hangi bir {izerine fonksiyonun tammlanmasmin
olanaksizhgmi, olmayana ergi (ya da sagmaya
indirgeme) yontemiyle gosterelim. Bir g
Ny~ Ny tizerine fonksiyonu tanimli olsayds,
oncelikle her bir k € Nppo icin g7 1(k) # @
olurdu. Dikkat: 7+ 1 € g~(nr + 2) olamaz, aksi
halde k < n 41 gercekleven her & € Npy2 igin
g7 (n+2) =0 ve g (k) C Ny —{n+1} =N,
nedeniyle g | N, : N, — N4y kisitlama fonksi-
yonu iizerine olurdu, bu n’nei adim varsayimina
~aykindir. Demek ki n+1 ¢ g 1(n+2), g(n+1) <
n+1 ve g7'(n+2) C N, ara sonuclant ve
Ny =(Np—g Y n+2))Ug~H(n+2) esitligielde
edilir. Simdi

BE) = g(k), k€N, - g7 (n+2) ise,
(k) P .
gn+1), ke€g (n+2)ise,

geklindeki A : N, — N,,,; fonksiyonunun iizerine
oldugunu gostererek yine bir celigki elde edelim.
Gergekten {g(n + 1)} = {g(n + 1)} — {n + 2}
nedeniyle

h(Na — g7 H(n +2)) Uh(g™ (n +2))
= gN—-g7%(n+2))U{g(n+ 1)}
= (g(No) = {n+ 2 U {g(r + 1)}
= (gMNn)U{g(n+ 1)}~ {n+2}

LRy —
i {;\in) =
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= gNpp1~{n+2}) = Nppn

bulunarak yine n’nci adim varsayimina aykin
diigiilmilg olur. Tume varim varsayum altinda
Ny41 kimesinden N, ;o kimesine ilizerine bir
fonksiyon tanimlanamiyacagi gosterilmis oldu.

Onerme 2. n < m ise N, kiimesinden N,,
kiimesine tizerine bir fonksiyon tanimlanamaz.

Dikkat edilirse n < m ise, N,,, kiilmesinden
Ny kiimesine pek ¢ok (en az n - n! tane)
tizerine fonksiyon tamimlanabilir. O halde n <
m iken N, kiimesinden N,, kiimesine iizerine
bir fonksiyon tanimlanabilseydi, N,, kiimesinden
Ny41 kiimesine tizerine bir (bilegke) fonksiyonu
tanimlanabilirdi. Bu olanaksizdir.

Onerme 3. X kimesi ne olursa olsun, X
kiimesinden P(X) kiimesine lizerine bir fonksi-
yon tanimlanamasz.

Georg Cantor’a ait bu olaganiistii onemli
onermenin Bertrand Russell tarafindan verilen su
kisa carpict kamitlamasina bakimiz. Eger bir A :
X — P(X) iizerine fonksiyonu tammlanabilseydi
Xo={z € X :z ¢ h(z)}] “yi tamimlanmg”
alt kiimesi i¢in, bu kiime bog olsun ya da ol-
masin, en az bir zg € X elemaninin A(zg) = zq
gergeklemesi gerekirdi. Dikkat: zo € Xy ancak
ve yalmz zo & Xp iken gegerlidir. Ne geligki! Bu
onemli 6nermenin Cantor tarafindan verilen bir
bagka kanitlamasim da gormenin yararh cldugunu
saniyoruz. Varsayalm ki bir h : X — P(X)
iizerine fonksiyonu tamimlanabilsin. O halde her
bir 2 € X igin 4; = h(z) C X “goriinti
elemant” tamimh olurdu. Her bir 4 € X alt
kiimesinin karakteristik fonksiyonu, Yz € 4 icin
xa(z) = 1 ve Vo € X — A igin ya(z) =
0 seklinde, X kiimesinden {0,1} kiimesine
tamimlanan fonksiyondur. Dikkat edilirse ancak
ve yalmz A = B iken x4 ve xp karakteris-
tik fonksiyonlar1 esit olabilir; bagka bir deyigle
kiimesindeki her bir elemanda egit degerler ala-
bilirler. Gergekten A = B ise her z € A(= B)
igin xa(z) = 1 = xp(z) ve her z € X — A(=
X — B) igin xa(z) = 0 = xp(z) olur. Tersine
eger her ¢ € X i¢in x4(z) = xp(z) ise, 6zellikle
her bir a € 4 i¢in 1 = xa(a) = x5(a) esitligi
bize a € B gerceklendigini syler ve sonucta
A C B ve benzer bigimde B C A kapsamalari
ve dolayisi ile A = B esitligi elde edilir. Simdi
okuyueu, Ve € X i¢in ¢(z) = xx-a,(z) seklinde
X kiimesinden {0,1} kiimesine tammlanan ¢



ERGUN

fonksiyonunun, ¢~*(1) = E C X olmak tizere,
E kiimesine ait olsun olmasin, her bir z € X
elemani igin ¢(z) = xp(z) sagladifini kolayca
gorecektir. E = h(zg) = A, saglayan en
az bir # € X elemam var oldugundan (ne-
den?), sonugta ¢ = ygp = X4, ve dolays: ile
X4.,(%0) = ¢(zo) = xx_4,,(20) sagma sonucu
elde edilirdi; burada sol yan 1 iken saf yan 0
dir ya da tersi. Demek ki X kiimesinden P(X)
kiimesine tamimlanmg bir iizerine fonksiyonun
varhgmdan soz edilemez.

Omnerme 4. N kimesinden R kiimesine her-
hangi bir fizerine fonksiyon tanimlanamas.

R kiimesinden P(N) kiimesine iizerine
ve istelik bire-bir bir fonksiyon tanimlidir
(bkz. Onerme 5). O halde N kiimesinden R
kiimesine izerine bir fonksiyonunun tammlana-
bilmesi varsayim bir Snceki Snermeyle celigen
bir sonug dogurur. Neden?  Biz burada
bagka bir kanitlama verelim. ]0,1[ araligindaki
gergel sayilar dogal sayilarla numaralandirilamas-
lar ve dolayisi ile N kiimesinden 10, 1] aralifina
tizerine bir fonksiyon tammlanamaz (bkz. Not-
lar 2).  Gergekten bu araliktaki tim gercel
saylar kiimjesi N kiimesi ile “numaralandirila-
bilseydi,” bu aralik {z1,22,23,...} kiimesinden
bagka bir sey olmazdi. Dikkat: 1,1, 1,... rasy-
onel sayilari nedeniyle bu aralikta zaten “en
az” dogal sayilardaki kadar gercel sayi vardir.
Her bir n dogal sayis1 icin z, gercel sayisi
Zn = 0,%01209%803%n4 - - - seklindeki ondahk aci-
hima sahiptir; burada z,1,2,9,... basamakla-
n 0,1,...,9 tam sayilandir (bkz. Notlar 3).
Bilindigi gibi en az bir basamak 0 degildir ve be-
lirli bir basamaktan sonra tiim digerleri 9 ola-
maz. Tersine basamaklari bu kogula uyan her-
hangi bir ondalik aghim 0, 1[ araligina ait bir
gergel sayridir.  Simdi, her n i¢in =z, gercel
sayisimn n’'nei basamagi olan z,, tam sayisi

yardimi ile nce k, = [Zmatl] tam sayism
Ve sonra T, = Znpn + (—1)** tam sayilanim
basamak kabul eden a = 0,aya0a5--- gergel

sayisim tanimlayalim. Bu gercel say1 bir yandan
10, 1] arahgina aittir, 6te yandan bu arahktaki
tim 2z, gercel saylarnndan farkhdir, ciinki
an # ZTnn gegerli olmaktadir. Celigki! De-
mek ki N kiimesinden ]0, 1[ aralifina, tizerine bir
fonksiyon tamimlanamaz. Oysa g9(z) = 5?%{?[+%
gseklindeki g : R — ]0,1[ fonksiyonu iizerine
(ve iistelik bire-bir) oldugundan (neden?), N kii-
mesinden R kiimesine bir iizerine fonksiyonun
tanimlanamiyacagi anlagilir.

5

Uyari. Yukanda |Ni| < -+ < [Ni| <
-+ < |N| < |R| ger¢eklendigi gésterildi. Onerme
2 nedeni ile bir kiime eger N, kiimesi ile eg
kuvvette ise, n # m olmak iizere N,, kiimesi ile
eg kuvvette olamaz. Ancak ve yalniz N,, kiimesi
ile eg kuvvette olabilen bir kiimeye n elemanl
denir. N, kiimelerinin hi¢ birisi ile eg kuvvette
olamayan bir X kiimesinin ya |X| = |N|, ya
da [N| < [X| gercekleyecegi Ana Teorem’in bir
sonucudur. Boyle bir kilmeye sonsuz elemanh
kime denir. Her X kiimesi i¢in [X] < |P(X)]
gergeklendigini bildigimiz igin, her sonsuz nok-
tali kiimeden ¢ok daha kalabahk bir bagka son-
suz elemanh kiimenin var oldugu anlagilir. Aym
nedenden &Gtiirii “en kalabalik sonsuz elemanh
kiume” yi tanimlamak olanaksizdir. Bu yaziy,
pek cok Snemli kiimenin es kuvvette olduklarim
gosterebilmemize elveren olaganiistii 6nemlii bir
teoreme iligkin iki iinli uygulama ile bitiriyoruz.

Onerme 5. R = P(N) dir.

Once su temel gercegi gozleyelim. Her-
hangi iki gercel sayr arasinda sonsuz tane ras-
yonel say1 vardir. Gergekten z < y ise ;—_1—5. <
n gergekleyen n dogal sayismin varlifi gercel
sayilarin temel Szelliklerinden biridir. r = l—n—%ﬂ
rasyonel sayis1 # < r < y gercekler, ciinkii
nz < [nz]+1 < nz+ 1 < ny gegerlidir. O
halde z < ry < r < p; < y gercekleyen r; ve
p1 rasyonel sayilari ve dolaysi ile 2 < -+ <
rg < rp <1 <71 < p < pp < p3 <

- < y gergekleyen rasyonel sayilar da vardir.
Simdi, ¢(z) =] ~ 00, 2] N Q seklinde tanimlanan
¢ : R — P(Q) fonksiyonu bire-birdir; érnegin
r < y ise, yukarida varh: kanitlanan r rasyo-
nel sayist r € o(y) — @(=) gercekler. Demek
ki z # y ise, @(z) # ¢(y) gerceklenmektedir.
O halde P(Q) = P(N) oldugundan (neden?), R
kumesinden P(N) kiimesine taniml bir bire-bir
fonksiyon vardir. $imdi herbir A € P(z) icin

(A=Y
n=1

seklinde tammlanan ¢ : P(N) — ]0,1[ fonk-
siyonu goz Oniine alimsin. O halde P(A), on-
dahk aghminda, n’nci basamag k4 = xa(n) +
1 tamsayisi olan gergel sayidir, yani o(4) =
0, btk ks - - dir. Dolaysi ile @ bire-birdir, ne-
den? Demek ki P(N) kiimesinden R kiimesine
tanimh bir bire-bir fonksiyon vardir, neden?
Asgagidaki teorem Snermeyi kanitlar.

xa(n) +1
107



antor-Bernstein Teoremi. X kimesinden
I kumesine bir bire-bir fonksiyon ve tersine Y
inden X kiimhesine bir bire-bir fonksiyon

3 ot

hise X 2Y olur.

Onerme 6. N P,(N) = ’Pg(N) dir.

Burada Pp(N) ile N kiimesinin n ele-
: tim  alt kiimelerinin kiimesi, Pp(N)
N kiimesinin tim sonlu elemanh alt
rinin kitmesi, yani Po(N) = 70, Pa(I)
terilmektedir. n < {n} eglemesi ne-
de hemen N = Py(N) bulunur. Simdi
Prn{N) varsayalim. ~ Bu n’nci adim
nmunuzdir. Dikkat edilitse X = VYV ise,
s kuvvettelifi gergeklegtiren izerine ve bire-
ksiyon f olmak lizere {®,22,...,2,} «
Jfl2e), ... f(xn)}  eslemesi  sayesinde
{32 Pu(Y) oldugu apagiktir.  Ayrica
m dogal sayis1 icin m 9~ m -+ 1
si yardimuyla N 2 {2,3,...} ve sonugta
= - Po(N — {1}) gerceklenir. O
’den farkli dogal sayilardan olugan
2, ... My} kiimesine {1, my,mq, ..., my}
nesini eglegtiren fonksiyon ve n’nci adim
yimt yardum ile N kiimesinden Prt1(N)
esine bire-bir bir fonksiyon tammlanabilir:
ide sunlan gézleyelim. (z,y,2) — ((2,3), 2)

e
o

LR
;

d

it

angl bir X kiimesi igin X3 = X2 x X ve

uin anlagiir. O halde her 2 < n dogal
i igin yine timevarimla N = Nx N =@ N
= etmek gii¢ degildir. Sonugta, n + 1 ele-
- herhangi bir dogal sayilar kiimesi icin
ST2y e Mpgr) = (M, Moy Mpgr) €
seklinde tanimlanan % . fonksiyonunun
=-bir oldugu apagik goriildiiginden, Ppq1(N)
nesinden N kilmesine bire-bir bir fonk:
sivonunun - tammlanabildigi de anlagthr. O
Cantor-Bernstein teoremi nedeniyle N 22
(1) sonucu elde edilir. Bdylelikle ilk id-
tumevanmla gosterilmig olur. N = P(N)

sim gostermeyi okuyucuya birakiyoruz
{bkz. Notlar 4).

Notlar

1. Ordinal sayilar sisteminin  yeterince mii-
kemmel olmasina kargin, cok Snemli bazi

6]

X xY xZ 2 (X xY)x Z ve sonugta.

sorularn  yamtlar agikhga kavugturula- -
mamaktadir. Ornegin R gercel sayilar
kiimesinin eleman sayisim “dlgmekte” kul-

. lanilan ordinal sayiy1 belirlemek olanak-

stzdir.  Cantor 1878 yilinda w; isareti
ile gosterilen ordinal sayimin bu nitelikte

- oldugunu Ongdrmiigtii. 1938 ve 1963 yil-

larinda kanitlanan iki teoremden Stiirli bu
ongdriintin dogrulugunun ya da yanhshg-
nin kamtlanamiyacagl anlagildi.  Dahasi,
sonsuz elemanh herhangi bir X kiimesi igin
P(X) kuvvet kiimesinin eleman sayisim
“clgmekte” kullanilan ordinal say1, bdyle bir
sayin varliginn kesinkes kanitlanabilmesi-
ne kargin, agikca belirlenememektedir,

. N kiimesinden sonsuz noktah herhangi bir

X kiimesine tanimlanan herhangi bir f
tizerine fonksiyonu i¢in gsunlara dikkat ede-
lim: Her bir 2 € X elemam i¢in N, =
{n € N: fln) = 2} C N altkiimesi
bog degildir ve istelik z # y igin N,
ile Ny kiimeleri ayrikdir ve dolayisi ile
N, ile Ny farkli kiimelerdir. O halde
z «> N, eslemesi bire-birdir. Her bir N,
kitmesinden bir ve yalniz bir n, dogal sayisi
secilsin. z « N, eglemesi de bire-birdir,
yani {n; : z € X} = X ve istelik
f{ns : ¢ € X}) = X gerceklenir, ne-
den? {n;: 2z € X} sonsuz elemanh oldugu
igin N ile eg kuvvettedir, neden? O halde
X kiimesinin tiim elemanlan N ile “pu-
maralanabilit”, yani X = {zy, 22,23, -}
yazilabilir. Okuyucu, benzer distinceleri
herhangi bir iizerine fonksiyon igin yap-
malidir.

. Gergel sayilarin ondalik agilimlar (ya da 10

tabaili agihmlar) konusunda bu derginin
Nisan 1991 sayisinda yer alan Gergel Say
Nedir? baghkh yaziya bagvurulabilir.

. Her bir n icin P, (N) = {An1, Ana, Ans, .. .}

yazilarak Po(N) kiimesinden‘ N kiimesine
. 1
MApm) =n+ i(n +m—-2)n+m~—1)

geklinde tanimlanan fonksiyonun . iizerine
ve bire-bir oldugunu gdstermege calism.
Ayrmtilar igin Kiimelerin Niceligi baghkl
yazidaki Onerme 5’e bakilmalidir.



