FERMAT VE EULER TEOREMLERI

Emre Alkan *

Bu yazida sayilar teorisinin klasiklesmis iki
teoremini verip, ilging kanmitlanini yapacagiz.

Teorem. (Fermat) p bir asalsayi ve pta olsun.
a?~t=1 (mod p) olur.

Kolayca goriilecegl lizere buna egdeger bir
sonug goyledir.

Teorem. p asal bir say1 ise @ = a
olur.

(mod p)

Kamit 1. Her e pozitif sayisi igin of =
(mod p) oldugunu gosterecegiz. Tiimevarim a
1 igin dogru. @ = a (mod p) olsun. (a+1)?
a+ 1 (modp) oldugunu gorelim. (a + 1)?
a? +1 (mod p) oldugundan tiimevarim tamam-
lanir. '

M n e

Kanit 2. p{a olsun ve a,2a,3q,...,(p - la
sayilarini ele alalm. i # j ve 4,7 € {1,2,...,p—
1} olmak iizere ia = ja (modp) ise p { a
oldugundan ¢ = j celigkisi elde edilir. Boylece

a(26)(3a) - (p~Da = (p— 1)! (mod p)

ve (p— DlaP=1 = (p—1)! (mod p) olur. p ve
(p — 1! aralarinda asal oldugundan o?~! = 1
(mod p) elde edilir.

Simdi bu teoremin bir genellemesini vere-
lim.

Teorem. (Euler) ¢{m} bir m sayisindan kiigiik
ve m ile arasinda asal olan sayilarin sayisi olsun.
(a,m) =1 ise a®™ =1 (mod m) olur.

Kamt 1. z1,22,...,%40m) s0zil edilen sayilar
olsun. (az;,m) = 1 olur. Ayrica az; = az;
(mod m), i # j,ise #; = z; (mod m) celigkisi
elde edilir. Boylece

(az1)(az2) - - (azg(m)) = 2122 Ty(m)

(mod m)

ve m ile 2123+ 2y(m) aralarinda asal oldugun-
dan a®(™ =1 (mod m) elde edilir.
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Kamt 2.

m sayisinl asal ¢arpanlarina m =
[1p* seklinde ayiralim. Carpimdaki her p® icin
a®™) = 1 (mod p®) oldufunu gérmek yeter-
lidir. Bu ise, #(p®) = p*~I(p — 1) oldugundan.

o T = g {mod p%)

oldugunu gormeye denktir. Simdi gunu gostere-
lim. o >0vem=1 (modp®) ise mP = 1
{mod p**1) olur. m = 1 + kp® alalim.

mf = (14 kp*)P

(kp)" + q) (kp*)P~t + (g)(kpa):v-2
P

P a\2 p @
k 1
+(pw2)(kp> +(p,,1) 1,

1<k<p-licnp{(}) vea+l<2a+1<
3o+ 1 < -+ oldugundan géstermek istedigimiz
mP = 1 (modp*tl) elde edilir. P! = 1
{mod p®) oldugunu biliyoruz. Az onceki yardima
sonucu kullanarak

i

a??Y = 1 (modp?)
@ (r=1) 1 (mod p®)

ve . ‘
o "l = 1 (mod p%)

elde ederiz.

Kamt 3. Grup kavramindan yararlanacagz.
M:{k:(k,m):lve1§k<m}

olsun. M iizerinde gdyle bir - iglemi tammlaya-
hm a€ M vebe M alahm. 1 <e¢ < m igin
ab = ¢ (modm) ise a b = ¢ olsun. M ’nin
bir grup oldugunu gdzleyecegiz. Birlesme zelli-
gi dogal olarak var. M ’nin kapali oldugunu gé-
relim. a,b € M ise a-b = ¢ € M oldugunu



gérelim. (e,m) = (bym) = 1, 1 < ¢ < m,
ab = ¢ (modm), m | ab—c ve (m,c) > 1
ise ¢ > 1 i¢in ¢ | ab ve ¢ | m elde edilir.
Fakat (ab, m) = 1 oldugundan bir geligki elde ede-
riz. @ € M igin al = e¢ (mod m) oldugundan
1 etkisiz elemandir. Ters elemanm varlig igin,
aa”t=1,yani az =1 (mod m) olacak gekilde
bir z lazam. (a,m) = 1 ise azg+myp = 1 olacak
sekilde 9,y € Z vardir (bu sayilar Oklit algo-
ritmasiyla bulunabilir) azg = 1 (mod m)’dir.
(mod m) ve 1 < 29 < m olacak sekilde

-1 zp olur.. M bir grup-

o= 2o
bir zg alirsak @ =
tur. Bu grubun eleman sayisi ¢(m)’dir. Bir
a € M alahm. M sonlu oldugu igin o' =
1 olacak gekilde minimum bir ¢ sayis1 vardir.
Boylece 1,a',a?,...,a*"! elemanlann M ’nin bir
cembersel alt grubunu olugtururlar. Alt grubun
eleman sayist ¢(m)’nin bir boleni oldugundan
a?™ =1 ve a®™ = 1 (mod m) elde edilir.

Son olarak ¢(z) fonksiyonundan soz éde-

Teorem. (a,b) =1 ise ¢(ab) = ¢(a) - $(b).

Kanit. sy,82,...,840) sayilan b ile aralarinda
asal sayilar, r1,72,...,74(q) ise a ile aralarinda
asal sayilar olsun.. as; + br; sayilarma (mod
ab}’de bakalim.

as; +br; = asy + brjs  (mod ab)

chir ve buradan da

s = sp - (mod b)
ry = vy (mod a)
i = 7
i =17

elde edilir. (as; +br;, ab) = d olsun. d | as;+br;,
dlab, p|d ve p asal olacak sekilde bir p alalim:
plabise p|aveya p|bdir. p| as;+br
ve plaise p|br; ve (a,7;) = 1 vereceginden
p | b olur, fakat bu mimkiin degil. p | b
hali de aymi; dolayisiyla d = 1 olmah. Béylece
é(a) - ¢(b) < ¢(ab) elde ettik. Eger (z,ab) = 1
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ise (z,a) = 1 ve (z,b) = 1 oldugu goriilebilir.
Baylece ¢(ad) < ¢(a)-¢(b) ve ¢(ab) = é(a)- ¢(b)
elde ederiz, ve kamit sona erer.

¢(2) fonksiyonu ¢arpimi koruyan bir a1it-
metik fonksiyon Grnegidir.

nl:pgl ...p;;k
ise, .
¢(m) = ¢(pi*) - - ¢(py")
elde edilir. Kolayca
1
s = (1= =
") =p ( pi)
oldugundan
1
o(m)=m 11—~
(m) lg( >)

elde edilir.
Teorem. E #{(d) = n olur.

dln

Kanit. Sag taraf 1 < & < n seklindeki sayilarin
say1s1; simdi bu sayilari farkli bir gekilde sayalim.
(z,n) = d ise (%,%) = 1 olur. Bu tiir sayilarm
sayist ¢(%)’dir. Boylece

n=3¢(5) =2 4
din din

elde ederiz.
#(a) - #(b) = ¢(ab) oldugu kullamlarak da

> é(d)=n
din

oldugu gosterilebilir. Bunu okuyucuya birakaca-
&1z,
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