CEBIRSEL DENKLEMLERIN KOKLERI

Nurettin Caligkan *

Birinci derece az 4+ b = 0 (a-# 0) denk-
leminin bir tane koki oldugunu ve bu kdkiin de
¢ = —L oldugunu bilmeyen bir kimse yoktur.
Ikinci derece az? + bz +c¢ = 0 (a # 0) denk-
leminin ise iki k6kil oldugunu ve bu kéklerin de

~bF Vb? - 4dac

T1,2 = %

olarak verildigini en azindan bu dergiyi okuyan
herkesin bildigini digiinebiliriz.

Birinci derece denklemlerin ilk ne za-
man ¢ozuldigu tarihin derinliklerinde kaybolmu§
Eski Misirda M. 0. 3500, Mezopotamya'da ise
M.O. 2000 yillarinda en azindan pozitif koklerin
hesaplanabildigi - biliniyor. Aynmi uygarhiklar
bazi Ozel hallerde ikinci derece denklemleri de
¢ozebiliyorlar. Metot olarak ise kareye tamam-
lama kullanihyor her ne kadar “sunu yap, bunu
yap” gibi yemek tarifi seklinde anlatilsa da. Zaten
yukarida kokleri veren formil de kareye tamam-
lama ile elde edilir. Eski Yunanhlar bu bilgilere
sadece ¢Oziimin geometrik yorumunu ekliyorlar.

M.S. 600 yillarindan baslayarak Hintlilerin
sifirn kesfetmeleri ve negatif sayilari kullanmaya
baglamalar ile bu uygarhk ve daha sonraki Arap
uygarhis biitlin birinci ve ikinci derece denk-
lemleri ¢6zebiliyor ve hatta bazt ozel hallerde
iiglineti derece denklemlere bile el atiyor. Bu-
rada Muhammed ibn Musa el Harizmi’den (7807~
8507) bahsetmemiz gerekiyor. 830°da yazdif
El Cebr vel Mukabele adli kitabiyla bugiin
de kullandigimuz “cebir” ve “kok” kelimelerini,
admn Latincelegtirilmesiyle de “algoritma” ke-
limesini matematige kazandiniyor. Bu kitap
biitiin Ortacag boyunca matematigi etkileyecek-
tir.  Artik irrasyonel sayilar da kok olarak
kabul ediliyor, ama hald kok sanal sayi olarak
cikarsa yokmug gibi davraniliyor. Sanal sayilarin
anlagilmasi ise ancak liclincli ve dordiincii derece
denklemlerin k&klerini veren formiiller bulunduk-
tan sonra 17. yiizyildan baglayarak miimkiim ola-
biliyor.

*ODTU Matematik Blimit aragtirma gorevlisi

Uglincii derece denklemlere gelince isin

rengi biraz degigiyor. Bazi basit tglnct
derece denklemlerin koklerini hemen yazabiliriz.
Ornegin 23 — 27 = 0 denkleminin ii¢ kokii de
3’tir. (z — 1)(z+ 1)2 = 0 denkleminin bir koki
1, diger iki kokii ise —i ve +4’dir. 23 4+6x+2=
0 denkleminin kékleri ise hemen yazilabilecek
tirde degildir. - (Yazmda verilen yéntem kul-
lamlarak denklemin koklerinin 1 = 21/3 — 41/3
ve @3 = [4M3 — 213 4 §/3(21/3 + 41/3))/2
oldugu goriilebilir.) Herhangi bir ikinci derece
denklem igin kokleri derhal veren kolay formiil
varken, liglincli derece bir denklemin kdoklerini
yazabilecegimiz formiiller cogumuzun hafizasinda
bulundurulmayacak kadar karmagiktir. Bu

. yazimizda, trigonometrik fonksiyonlar yardimu ile

az® + bz’ + cx+d = 0 (a # 0) lglincii derece
denkleminin koklerinin elde edilmesini verecegiz.
Dérdinci dereceden denklemler igin ise, bekle-
nilenin aksine, kokleri veren formiller uc¢incu
derecedekinden daha insafiidir; yazimzda bu
formiillere de yer verecegiz.

Uglincil ve dordiincii dereceden denklemle-
rin genel ¢oziimiiniin bulunmas: igin Ronesans’in
gelmesi bekleniyor. Italyan matematikei Gero-
lamo Cardano (1501-1576) 1545’te yayimladig
Ars Magna adli eserinde bazi ¢agdaslarimm
yaptiklarindan yararlanarak ticiineil dereceden
denklemlerin “Kardan ¢0ziimii” nii veriyor. Bu ki-

.tapta Cardano’nun 6grencisi Lodovico Ferrari’nin

(1522-1565) buldugu dordiincii dereceden denk-
lemlerin ¢0zlimii de var. Sanal sayilar hala bi-
linmiyor, ama gene de bu eserde karekdk altinda
negatif sayilarla dogru iglemler yapiliyor. "
Daha sonra Fransiz matematikgi Francois
Vieta (1540-1603) 1591’de iigiincli dereceden
denklemlerin trigonometrik metotla ¢oziimlerini
buluyor. Ayrica ikinci, tlginci ve dordinci
dereceden denklemlerin - ¢éziimlerini ortak bir
yonteme oturtuyor. Vieta, denklemlerdeki kat-
sayilarda her defasinda degigik sayilar yerine a,b
gibi harfler kullanarak matematigin soyutlagarak
genellesmesine de katkida bulunuyor.



Bundan sonra ilk akla gelen, besinci
dereceden her hangi bir denklemin kéklerini veren
formil olacaktir. Ne yazik ki elimizde boyle
bir formul yok. Sansh oldugumuz nokta su ki
boyle bir formil aramaya da ihtiyacimz yok,
¢linkil beginci (ve daha yiiksek) dereceden denk-
lemlerin koklerini verecek bir formil bulunama-
yacag ispatlanmig. Bu ispat i¢in soyut cebirin 2.5
yuzyll kadar daha geligmesini beklemek gerekmis.
Norvecli matematik¢i Niels Henrik Abel (1802-
1829) 1826’da bu ispati tam olarak vermig. Ne-
den boyle bir formil bulunamayacagini ise bu
derginin gelecek sayilarinda bulacaksiniz.

az? + bz + ¢ = 0 ikinci derece denklemi
verildiginde, her iki tarafi a ile bolerek z? +
pz + ¢ = 0 denklemine indirgeriz. Bu denklemin
¢ozumlerini ti¢ ayr: durumda verecegiz.

(1) ¢>0ve ‘—QJ’@] <1 ise sinf = _Expﬁ de-
riz; kokler z; = /ﬁtang ve Ty = ﬁcot%

olur.
(I) ¢>0've l—Z\F@I > 1 ise cosf = 5% de-

riz; kokler z1 = —§ + 2¢,/sinf ve z, =
—& — 2i,/gsind olur.

(III) ¢ < 0 ise tanf = 23‘;:——17 deriz; kokler
T1 = +/—¢q tan% ve 9 = —+/—¢q cot% olur:

Yukarida karekok altinda negatif say1 varsa, bu
o saymin mutlak degerinin karekokinin 7 ile
carpimu olarak algillanmalidir. Bilindigi gibi i,
~1’in pozitif karekoki olan sanal sayidir.

Ornek 1. 22—2¢ +% = 0 ikinci dereceden denk-
leminin ¢oziiralerine bakalim. b = % ve a = —2
olarak verildiginden, (I} halinin formillerini kul-
Jerarak ¢6zimd bulabiliriz.
2vb

sinf = —~—— =
a

3_V3

47 2

egitligi kullamlarak @ =% bulunur. Buldugumuz
¢ degerini diger egitliklerde yerine koydugumuzda

V3w
= n(f) = Fon(3) -2
ro = \/I;cot(g) = ?cot(%) = —;—

denklemin kokleridir.

Ugiineii Dereceden Cebirsel Denklemlerin
Trigonometrik Coéziimii

Genel gekliyle verilen ﬁgﬁncﬁ dereceden

AXP4+BX*4+CX+D=0 (A#0)

denkleminde, katsayilart A ile boldiikten sonra
X=z-— EBZ degisken donugiimi yapilirsa,

_ 2TA’D + 283 — 9ABC
- 27A3

_34C-B?
p_ 3A2 3

olmak tizere

(1) 24 pr4+qg=0
seklinde, z2’li terimi eksik iigiincii dereceden
denklem elde edilir. Bu son denklemin kokleri
x1,&9,T3 olarak bilinirse X; = z; — EBK (2
1,2,3) doniigimiiile AX3+BX24+CX+D=0
denkleminin kokleri elde ediliv. Bu durumda,
en genel hal yerine, 3 + pz + ¢ = 0 tipindeki
denklemlerin koklerini bulan formiillerin bilinme-
si yeterli olacaktir.

(1) denkleminde z = y + z konuldugunda
P+ 2 +8yz(y+2)+ply+2)+9=0yada

¥+ 22+ Byz+p)y+2)+¢=0
denkiemi elde edilir. Bu denklemi de

y3+23+q
(Byz+p)(y + 2)

seklinde ikili bir denklem sistemi ile ifade edebi-
liriz. Sistemin ikinci denklemini inceledigimizde
iki carpimdan birinin sifira egit olmast gerektigi
gortriz. Sifirdan farkl ¢Szlimler aradigimiz igin,
y+ 2z # 0 olmalidir. Bu durumda yukandaki
denklemlerden

y3 € ZS
yz

denklem sistemi elde edilir. u; = 3%, ug = 23

alindiginda, kokleri uy ve ug olan

3
P o

@ 27

u2+qu—

olan ikinci dereceden denklemi elde ederiz.
Bu denklem c¢oziilerek, u; ve wuo kokleri bu-
lundugunda z = ui/s + ué/?’ ifadesi (1) denk-
leminin ¢oztiimii olacaktir

(2) denkleminin, p’nin igaretine gore,
¢oziimi li¢ durumda inceleyecegiz.



CALISKAN

(1) p > 0: Bu durumda (I11)’teki formiiller
kullamldiginda

p3

2
tanf = —y/ —
an Vo

ve (2) denkleminin kokleri

e, 0 _
ul—\@tan2 | ve Ug = 27001;2

olacaktir. Buradaki u; ve uy degerlerini yerine
koyarsak

w= - )]

elde edilir. (tan £)1/3 = tan £ degigkeni kul-
lanilarak

= fPlian? L
1 3[tan2 tan—‘g]

g tan? % -1
1;&1n5;i

3

p tan? % -1 _ p

5[ 2tan £ =2 gcotgo
bulunur.

(1) denkleminin bir ¢Sziimiinii bulduktan
sonra indirgeme yontemini kullanarak diger iki
¢Oziimiinii de bulabiliriz. (1) ifadesini z — &, e
béldiigiimiizde, bolim 2?4z 2 422 +p olacaktir.
O halde 22421242} +p = 0 denkleminin kékleri
bize, (1)’in diger iki ¢dziimiini verir. Buradan

—21 F /2] —4(z] +p)

2
—Z1 1 9
= F 5V-1y/3c} +4p
Ty i 2
) F i\/&%’l + 4p,

ya da z; degeri yerine konuldugunda

1
—352—1 F —2—1'\/4p(1 + cot? )

—m—;- Fiy/pescy

|

Il

T2,3 =

I

Ta3 =

bulunur.

ézetlersek, p > 0 kogulunda (1) denk-
leminin c¢oziimleri ‘

2 [p? ©® f\1/3
t = —4[=— A _
and Vo tan 3 (tan 2)

ve
2y = —2\/§cot<,o
)
zy = ——2_+zﬁcsc¢
Ty
£3 = ———~1iy/pescy

formiillerinin kullanimr ile hesaplanabilir. *

Ornek 2. o3+ 4z + 18 = 0 igiincii derece-
den denkleminin koklerini bulmaya calisacagiz.
Denklemde p = 4 ve ¢ = 18 olarak veril-

mis. Bu degerleri yukaridaki ilk esitlikte yerine
koydugumuzda tang = %\/g—; = /3 ve buradan
da ¢ = % elde edilir. Buldugumuz 6 degerini
ikinci egitlikte yerine koydugumuzda tan(%) =
(tan §)1/3 = 31/¢ olur,

Buradan ¢ degeri, trigonometrik tablo
veya hesap makinesi yardimiyla bulunabilir.
ikinei bir yontem de trigonometrik esitlikler kul-
lanarak, bize gereken cot ¢ ve csc degerlerinin
tan(%) cinsinden yazilmasidir. Boylece coty =
5(31¢ — 371/8) ve cscp = L(31/6 4 3-1/6) bu-
lunur. Bdylece denklemin kokleri

~2\/§cot 7]

ey o=
- 2(3-—2/3 _ 3—1/3)
Ty = —%1 + /D esc i
= 3-l3_3-2/3 (316 4 3—1/6)i
T3 = ~——=-—./pcscyi

= 3-1/3 _3-2/3 _ (315 4 3-i/s)i
(ii) p < 0 ve —4p® < 27¢%: Bu durumda,

(2)’nin ¢6ziimlerini, (I)’deki formiilleri kullanarak
bulabiliriz.

sinf = —=

[ 3

LA — —%tang,
[ 3

Ug - = —%cotg

: 1/3
elde ederiz. 1 = “1/

(1)’in bir ¢ozlimii

Ty = \/-———g[(tan 2)1/3 + (cot %) 1/3]

+u ;/ 3 egitligini kullanarak



{tan ﬂ} =tan £ % degigkeni kullamlarak

P ® 1

T = e 1 - R

= \/ 3<an2+tan5§) :
p/tanzyzz—f-l _ P
T3\ tan% )T Y T3%¥

bulunur. Yeniden indirgeme yontemi kullamlarak
denklemin diger kokleri hesaplanabilir.

ézetlersek,
2./ P ® AR
sinf = 5 57 tan 5 = (tan 5)
zy =y /——133 csC
T = -—ﬂ + z\/—g:c SC
2 = 5 ) 1¢8Cp
3 = it s 2——§:c cse
3. = 3 5 1 [4

{1 denkleminin ¢oziimiind verir.

(iii) p < 0 ve —4p3 > 27¢%: Bu du-
nda ;—%’; > 1 olacagindan daha Once elde
len formiilleri kullanamayacagiz. Onun yerine,
12 farkl degiskenler ve trigonometrik esitlikler
Hanarak ¢oziimil bulmaya calisacagiz.

(1) denkleminde z = ny degiskenini yerine
koyahm. n3y® +npy+¢=10yada

y° +o3 3/+———0

denklemini elde ederiz. Bu denklemde,

sin® ¢ — %sin¢+%siﬂ3¢=0

irigonometrik Szdegligi hatirlanarak y = sing
zhindiginda

p__3 41y

5T ve 5= 4sm3§b

olur. Yukardaki ilk egitlikten n = 2\/_?-— bu-
lunur. (& ve y’nin aym isaretli olmas1 i¢in
bu ifadelerdeki kék pozitif olarak almnacaktir.)
Buidugumuz n_degerini ikinci denklemde yerine
koydugumuzda

_27¢?

sin 3¢ = o
P

£

KAN

k‘”i
)
'6s]
Fxd

A
A

olur. —%933 < 1 olacagindan, denklem ¢ igin
¢oziilebilir. O halde

27

p3

2,/—§sin¢

denklem sistemi, (1) denklemini ¢ozecektir.

Yukaridaki iki egitlikten ilkini saglayan en
kiiciik aqiya 6 diyelim. k bir tamsay1 ise, 2kw +6
ve (2k + 1) — @ de saglar onu. Bulunan ¢ ’lerin
sinits degerlerine bakildiginda

sin3¢ = —‘2’-

g =

8
sin %, k=3m
sin(?—,;—ﬂ-}—g-)z{sin(%—%, E=3m+1
—sin(3+%), k=3m-1
in(Z - ¢ -
2%+1 8 S?n(;) ah  k=sm
sm( =) = ng, =3m+1
3 3 —-sin(Z - %), k=3m-1

oldugu gorilir.  Bu degerler incelendiginde
yanhzca t¢ farkh deger oldugu goriilecektir. Bu-
lunan i¢ farkhh ¢ degerini yukardaki sistemin
ikinci denkleminde yerine koydugumuzda elde
edilen formil (1) denkleminin gozumunu verir.

Ozetlersek
'siné’:% ——127—2
ve
zy = 2 —gsing
Ty = —%sin(%—é)
o = o[ Fal5+d)

(1) denkleminin ¢oziimiinii verir.

Ornek 3. 23— 62 +4 = 0 denklemine bakalim.

Denklemde p = —6 ve ¢ = 4 olarak verilmistir.
p ve ¢ degerlerini ilk denklemde yerine koydu-
gumuzda sinf = 1 —1%; = 71-2-, ve buradan da
¢ = % bulunur. Bu deger diger ii¢ esitlikte yerine
konularak
= 2/-Pan(H) = -
2y = 2 3s1n(3)_ 1+3
Ty = 2 —gsin(g— —Z—) =2

r3 =

elde edilir.

[12]




CALISKAN

Dordiineii Derece Cebirsel Denklemlerin
Coziimi

Katsayilan reel olan

Ar* 4+ Be® + Co? + De+E=0  (A#0)

dordiincti dereceden. cebirsel denklemmde, kat~
sayilar A ile boliinditkten sonra & yerine z — ;f—j{
konulursa,

6B2 — 1248 + 16AC

P 1642
9B —8ABC + 164D
v = 1643 ‘
. _ —3B'+16AB’C - 6442BD + 2564°C

25644
olmak iizere, #3 terimi eksik
(3) 2 4 pe’ gz 4r=0

geklinde dordiincii dereceden denklem elde edilir.
Butin u degerleri igin (3) denklemi

ol u? :
m4+um2+z~~um2~—«i—+pz2+qm+r:0
va da )
@ (2+3) - [w=p)e® *4$+2~—7’}—0

denklemine denktir. Bu denklemde ilk terim bir
tam karedir. Ikinei terim de bir tam kare olarak
ifade edildiginde, dordiincii dereceden denklemin
¢oziimii, ikinci dereceden iki denklemin ¢Sziimiine
indirgenmig olacaktir.

2
(5) (u*p)mz—qm(+ﬁ4~»—r:0

denklemini z igin ¢zdiigimiizde,
T~ 1)
- 2u-p)

denklemin kdklerini verir. u degiskenini

©  e-tw-n (i -r) =0

denklemini saglayacak gekilde segersek, (5) denk-
lemi ¢ift kath & = 5@7—};5 kokiine sahip olacaktir.
(6) denkleminin biitin katsayilari reel oldugun-
dan en az bir uy reel kokii vardir. Bulunan u;
degerini (4) denkleminde yerine koydugumuzda

(#2+3) = @-n(s ‘ir‘qf‘p—))

elde edilir. Artik buradan z degerlerini bulmak
kolaydir.

Sonug olarak,

112”4(“*1))(%%“”) =0

denkleminin reel ¢oziimii u = wu; ise

\/Ul‘p+_1_ 29
2 2

Ty = —Uy —p-=
U —p
Vug — 2
Ly = “ p..l _.ul__p_..__g___
2 2 Uy —p
o=y —p 1 ; 2q
T3 = — +2 uy —p-+ g
—/ Uy — 1 2
2y = YLTP p“‘“\/"ui-—p-%- 4
2 2 Uy —p

formiilleri, (3) denkleminin " biitiin ¢dziimlerini
verir.

Ornek 4.
diglinelim.

z? 4+ 22 — 42 — 3 = 0 denklemini

‘ 2
T S PR u ] -
($‘+2) [(u De* +4e + 3 +3 «0‘
esitligini u igin ¢ozdigimiizde u = 2 degerinin
denklemin bir ¢Sziimii oldugu goériiliir. - Buldu-
gumuz u degerini ilk denklemde yerine koydu-

gumuzda, (22 +1)? — (22 + 42+ 4) = 0 ya da
(@®+ 1) =(x+2)° elde ederiz Buradan da

5(1+x/5)
2y = -;—(1—\/5)
«'~%(1-—i\/ﬁ)
~5(1+ Vi)

i

L1

rz =
Xg4 =

verilen denklemin kékleridir.
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