ILGINC GEOMETRI PROBLEMLERI

Emre Alkan *

Bu yazida okuyucuya bir dizi ilging prob-
lem sunmaya gahsacagiz. P. Erdés’e ait iki giizel
problemle baglayalim.

" Problem 1. Genig a¢ili olmayan, cevrel ve ig
yarigaplart R ve v, yiikseklikleri h,, hy, h, olan
bir ABC iiggeninde R + r < max{hq,hp, b}
oldugunu gdsteriniz.

Coztim. ABC iicgeninin ortosantrint (yiiksek-
liklerinin  kesim noktasmi) ve gevrel ¢ember
merkezini H ve O ile gosterelim. Su teoremleri
gozonune alahim.

(i) O’nun ABC nin kenarlarina uzakliklarinin
toplarm R + r’dir.

(ii) O’dan kenarlara inilen dikme ayaklan

A, B',C" olsun. Bu durumda HA = 2-

QA" HB = 2-0B', HC = 2.-0C'
esitlikleri gecerlidir.

(iii) H'nin kenarlara gore simetrikleri gevrel
¢ember lizerindedir.

Bu teoremlerin ispatlarini okuyucuya birakacagiz.

ﬁggenin agilar i¢in 4 < B < C alahm.
Boylece max{hg, ks, h.} = h, olur. Ortosantrin
BC' kenarina gére simetrigi H' olsun, (i), (ii) ve
(iii) kullamlarak R+ r < h, esitsizliginin BH’ +

CH' < AH' esitsizlifine doniistiigii gézlenebilir.

Siniis teoremi yardimiyla bu esitsizligin: cos B +
cosC < AH’ egitsizligine dontgtiigi gézlenebilir.
Kosiniis teoremi yardimiyla bu esitsizlik cos B +
cos C' < cos(B — C) = cos BeosC +sinBsinC
egitsizligine doniigiir. cos B = z ve cosC = y
alahm. Boylece z 4+ y < zy + V1 — 22\/1 — ¢2.
I"Iggen genig acith olmadigindan ¢ > 0, y > 0
kisitlamalar var. Ayrica 2B > 7—C ve 2C > 71—
B oldugundan, cos B < sin %‘ ve cos C' < sin —123,
yani 222 +y <1 ve 2 +2y% < 1 kisitlamalan da
elde edilir.
Simdi

fay)y=ey+Vi-22/1—y2 -z —y
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fonksiyonunun ¢ = 0, y =0, 222 +y = 1 ve
z +2y? = 1 ile belirli'olan bdlgede minimum
degerini arayalim.

g__.w‘t = y_._.....x_z_,/]__yz_lzo

11—z
of = x—————y—\/l-—wz—lz()
Oy 1—y?
§artlar1‘ndan :

\/l—y(\/l-—ky\/l—z?—}-x\/l_—}——y) = 0
VIZa(VIZeVi-@+3/i¥z) = 0

elde edilir.  /T—=yv/1—-22 + 2/TFy = 0
veya y = 1 olmahdir. y = 1 ise, bu ikinci
egitlikte kullamilarak z = 1 veya 2 = —1 elde
edilir. # > 0 oldugundan (1,1) cifti gecerlidir.
Fakat bu nokta bolgeye dahil degildir. Diger
olasiliklar da incelenirse tek miimkiin ¢Sztimiin
(1,1) oldugu anlagtlir. Su halde minimumu
bolgenin simirlarinda aramaliyiz.

z =0 olsun. f(z,y) = /1-9y2 =y ve
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oldugundan ¢dziim yok. y = 0 olunca da min-
imum adayy yok.

2224y =1 olsun. f(z,y) = —42®+22% +
2¢—1 ve & > 0 igin ~62?+22+1 = 0 oldugundan
T = 1——%—-7- = 0.6 elde edilir. Bu bir minimum
adayldn'. Bu durumda f(z,y) = 0.06 bulunur.
z + 2y* = 1 olunca da aym duruma varlacaktir.

Son olarak da kritik noktalara bakalim.

£0,0) = 1, f(lg_z,o) =0, f(o,-;\gg) =0, ve

=, 1) = 0. Su
halde bu bélgede f(z,y) > 0 oldugunu gozlemis
olduk.

parabollerin kesim noktasinda f

R+ 7 < max{hg, hs, he} de esitlik hali
ABC eskenarken veya ikizkenar dik iiggenken
saglanacaktir.

Problem 2. Késgeleri birim ¢ember itizerinde

olan bir ABC iiggeninin iginde alinan bir P nok-

tasi 1gm PA-PB-PC < 2 oldugunu ve gg ’nin

en iyi st simir oldugunu gostenmz

Coztim.  Birim ¢emberin iginde bir P noktast
alalim ve P’yi merkez O ile birlegtirerek B'C’
capmt olugturalim. Rasgele bir ABC tiggeni
aldiginuz zaman P, ABC nin iginde oldugundan
A, B kogeleri ¢api bir tarafina, C kogesi de capim
oteki tarafina digecektir. Ayni nedenden dolay:
C' kosesi kiigiik A’C” yay1 tizerinde olamaz.

A

Kolayca PC < PA’ ve PB < PC’ oldugu
goriilebilir. PB' = z almarak,

PA»PBePC’<PA~PA’-PC’:x(2——m)2

elde edilir. f(:c) = 2(2—2)?’nin maksimumu z =

2’te saglanir ve PA-PB- PC < f(3) =2 elde
eélhr 3“ ‘Hin en iyi ust s oldugu agagidaki
sekilden gorulmektechr
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Problem 3. Bir ABC ig¢geninde icmerkez I ol-
sun. Al,BI,CI dogrularn gevrel ¢emberi sirayla
A, B’ ve C'’de kessin. 2(Al+ BI +CI) <
AA' 4+ BB+ CC' oldugunu gésteriniz.

Céziim.  Ispatim okuyucuya birakacagimz su
teoreme bakalim.

AI,BI,CI dofrulari, A',B’,C' nokta-
larin1 kége kabul eden itiggenin yiikseklikleridir.

B'C!, AA”yi A”’de kessin. B ve
C""’de benzer gekilde tanimlansin. Erdés-Mordell
egitsizligine gore

A" +IB" + IC"y< IA"+ 1B + IC'.

2. IA" = AI, 2.IB" = BI, 2 -IC" = CI
oldugunu kullanarak, Al + BI + CI < TA" +
IB' 4+ IC" ve istenen 2(AI+ BI+CI) < A’A +
B'B 4 C'C"yi elde ederiz.

Problem 4. a,b,c bir i¢genin kenarlari, p,q,r

ise pozitif sayilar olsun. S f{ggenin alani olmak
tizere,

b 2 9 12 2
a b+ ¢? > 2V38
g+r p+r pt+aq
oldugunu gésteriniz. :
Céziim. g+r=2g, p+r=y, p+g= 2z alahm;

x, 4, z pozitiftir.

y+2’-$a2+$+Z“ybz+fB+y*"zcg24\/‘3‘5
® y z
oldugunu gérmeliyiz. Boylece
Y 2, %39 22, T4 Zao YooY
(:ca +y'b)+(a:a +zc)+(yb +zc)
— (a® +b% 4+ ¢%) > 4V/38.
%ag + gbz > 2ab, ve digerleri igin de yapilirsa,

2(ab + ac+ be) — (a® + b% + ¢?) > 438
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oldugunu goérmek yeterlidir. ifadesi b; = ¢; oldugunda maksimumdur. Ote
yandan
1 1 1
ab+ac+be = 25| = + = + - " n
sinA sinB  sinC AR, L1 )
ve H b + H ¢t < ~ Z(b’ + ¢;) = Sabit.
a? +b%+c* = 4S(cot A+ cot B +cot C) i=l =1 i=1
oldugu gdzdniine ahnirsa, E?§itlik. yine b = c¢; iken vardir. a;,b; ve ¢
simetrik oldugundan sol taraf a; = b = ¢

1 1
sinA  sinB  sinC

oldugunda maksimum olur. Bu durum esitlik ha-
(COtA + cot B + cot C) lldll‘

>V3

Problem 6. Bir ii¢genin i¢inde alinan bir nok-
tanin koselere uzakliklari Ry, Ro, R, kenarlara

Ve 1 o uzakhklari ise T'1,T2,T3 olsun. RyR2Rs >
sna cot o = tan 3 8T I's'3 oldugunu gosteriniz.
oldugundan, Coztim. Sekilden R;/R; = sinfy/sinf; go-
A B c riliiyor.  Digerleri de yazihip carpilirsa kb =
tan 0} +tan 5 +tan 5 >3 sin #, sin 03 sin 05 = sin @, sin §4 sin O yazlabilir.

elde edilir. Bu son esitsizligi okuyucuya biraka-
cagiz.

Problem 5. Kenarlar a;,b,¢;, i = 1,2,...;n,
olan n tane liggen goz oniine aliniz. Yarigevreleri
v;, ¢evrel ve igteget cember yaricaplari R; ve r;
olmak tizere,

oldugunu gosteriniz.

Coztim. p;, 1= 1,2,...,n, cevreleri gostersin. N
v; p? Ote yandan

Rir; = aibici oldugu kullamldiginda egitsizlik

. . v . g A
sinfysinfs < sin® —

LY nooan 7oy 2
o|LLe# L1 + I 114 + 11 1 ] <

sin 64 sin 63

=1
n 5 9
= : ; P
ng. sinfssinfs < sin 7
halini alir. p; ’leri sabit tutalim. Boylece sag taraf egitsizlikleri ghsterilebilir, Bunlar carpihip,
sabit kalacaktir. Sol taraf

sin—sin—B—'sinC =r < 1
noo g oomoN o om 272 2 4R~ 8
3[Ha; (Hb; +Hc}) i Hc;i] |
i=1 =1 =i =1 =1 oldugu kullanilarak, k2 < &, k < § ve
geklinde yazlabilir. - 'l
noa "~ RiRzR3
[To7 [Ter = T1(ico)™ i : .
i1 ie1 palet oldugundan istenen elde edilir.
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Problem 7. F ve F' bir ¢emberin iginde
merkeze gore simetrik iki nokta olsun. S ise
cember tizerinde, fakat FF' dogrusu tzerinde ol-
mayan bir nokta olsun. SF’ ve SF dogrulan
cemberi P' ve P’de kessin. P ve P’ deki
tegetler T ’de kesigsin. F'F' dogru par¢asinin orta

dikmesinin ST ’'nin. orta noktasmndan gegtigini

gosteriniz.

Coztim, Sekilde SF =2z, FP=uv, SF' =y,
F'P' = v, aynica ¢ +u = ¢, y+ v = b,
PP' = a, aglar i¢cin ¢+ 3 = A, «SPP' = B,
«SP'P = C ahnmigtir. M, ST nin ortasidir.
Isteneni. gostermek i¢in FM = F'M oldugunu
gosterecegiz.

FM’2 =

22+ S — 20M3S cos o,

2 y? + IS — 2yMS cos B

FM
su halde agagida

-yt = 2‘:117\7?(:05 o - iym cos ﬁ
oldugunu gormeliyiz.

Cemberde kuvvetten z(c—z) = y(b —y)
oldugundan cz — by = 2% — y? olur. Boylece is-
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fenen

22 MS cos a — 2yMS cos B,
IMScosB—b

IMScosa—¢’
v

cx—by =

@is@lR

=

dur. Ayrica £ = 2B oldugu kolayca gériilebilir.
Su halde istenen

cos B 23&"?0036 ~b

cosC ~ 2MScosa—c

Ote yandan,

ST? + 4% —
2

R S,
4cos? A

IMScos B =

ve 2M S cos a’da benzer gekilde yazilirsa istenen

2

ST —p?— 2 .

4cos? A _ cos B
-S_T_2—c2~%§§q b~ cosC
olur. Son olarak)‘
T o~ g a? +abC~OSB '
- - 4cos? A cos A
., a cos C
= T Tt AT YA
oldugu kullanilirsa,
__wagggia ¢ cosB

gecosCp - cosC
elde édﬂir. Dolayisivla FM? = F'M? ve FM =
F/ALdir.

Not. Bu problem Hiseyin Demir ve Cem Tezer
tarafindan American Mathematical Monthly’de
1991 yiinda Problem E3422 olarak yayimlands.
Problemin ashnda F' ve F ’nin ¢emberin i¢inde
olmasi gerekmiyor. F' ve F ¢emberin diginday-
ken de benzer bir ispat yapilabilecegini umuyo-
rum. Fakat su an bunu basaramadigim igin prob-
leme icinde olma kogulunu ekledim. F' ve F
disaridayken ¢izim farkli oldugundan hergeyi ye-
niden duzenlemek gerekiyor.



