hismalarina sempatiyle bakarlar. Bir resim
ir, sonra ona bakilir; bir teorem de once
sonra okunur. Ressamlar iyi resimler yap-
atematikgiler de giizel teoremler ispat et-

aval ederler.

ol

Resimde ve matematikte iyinin baz ob-
standartlary vardir. Ressam, yap, cizgi,
ve dokudan; matematikgi ise gegerlilik, yeni-
dogruluk, genellikten konugur. Umarim size

OYUNLAR (I)

i Nesin *

matematik hakkinda biraz bilgi verebildim. Tabii
matematik hakkinda konusuyoruz, matematigin
dilini degil, dolayisiyle soylediklerimin matema-
tiksel anlamda ispatlarn yok. Matematik bir
yaratici sanattir, ¢inki matematikte harikulade
gizel fikirler yaratilir; matematikgiler sanatcilar
gibi yasar ve dugtiniirler. Yaratici sanattir, ¢linki
en azindan matematikgiler onun boyle oldugunu
bilirler.

Bu yaziyla baglayan yazi dizimizde oyun-
konu edecegiz. Yazilarimiz  birbirinden
siz olacaklar.  Birini anlamak igin bir
sini i1l okumug olmak gerekmez.

Oyunlan sonlu ve sonsuz oyunlar diye
kive ayracafiz. Sonsuz oyunlart da ikiye
agiz: uygulamada sonsuza dek siirebilen ve
neyen oyunlar. Simdilik sonlu oyunlar konu
Satrang sonlu bir oyundur. Ancak sat-
rancan sonlu olmas: igin 6zel kurallar konmug-
¢ Ornegin, “bilmem ka¢ hamlede piyonla-
rz dokunulmazsa oyun berabere biter” diye bir
ral vardir. Bu kural olmasaydi, yalmzca iki
ahin kaldigi oyunlar sonsuza degin siirerdi. Pisti,
i¢ gibi oyunlar da sonludur. Genellikle kagit
uniar sonludur. Bu oyunlarin sonlu oldugunu
nitlamak oldukca kolaydir, kullamlacak kagit
sayist sonludur ve gittikce azalir.

Bazi oyunlarin bitip bitmeyecegini once-
den kestirmek kolay degildir. Hatta Onsezinin
vetersiz kaldiga olabilir. Onsezi kazanmak ve
tzoremin dogruluguna kendilerini inandirmak icin
tematikgiler sik sik deneye bagvururlar. Bu
emi bir oyun i¢in kullanacagiz.

Yazi-Tura Uzerine

Tki kigi arasinda oynanan su  oyunu ele
lalim: Oyuncular yazi-tura atiyorlar. Yazi ge-
2 birincl oyuncu, tura gelirse ikincei oyuncu
kazanacak. Birinci oyuncu oyunun baginda or-
taya 1 lira koyuyor. Kaybettikce ortaya koydugu

parayr iki misli arttirtyor. Ornegin, ilk atigta
kaybederse ikinci atigta ortaya 2 lira koyuyor.
Bu atigta da kaybederse, iiglincii atigta ortaya
4 lira koyuyor. Gene kaybederse 8 lira koyacak.
Kazaninca arttirmay: durduruyor ve hemen son-
raki atigta ortaya 1 lira koyuyor. Oyun boyle
stirtiyor. Ikinci oyuncu para alip vermekle yeti-
niyor. Eger iki oyuncudan birinde para kalmazsa
va da birinci oyuncu agikladiimiz stratejisini
strdiiremezse oyun bitiyor. Bu oyun bitmemezlik
eder mi?

Diyelim, oyunun baginda her iki oyuncu-
nun da dorder lirast var. Oyunun basinda bi-
rinci oyuncu 1 lira ortaya siiriiyor. Bu duruma
{4,4,1) durumu diyelim. Buradaki birinci say1,
birinci oyuncunun cebindeki para; ikinci sayi,
ikinci oyuncunun cebindeki para; liglincl saylysa
ortaya sirlilen para. Bu durumda tura gelirse,
yani birinci oyuncu kaybederse, (3,5,2) duru-
muna gegecegiz; ¢linkil birinci oyuncunun 3 li-
rasi kalacak, ikinci oyuncunun 5 liras: olacak ve
ortaya suriilen para 2 lira olacak. Bir kez daha
tura gelirse, (1,7,4) durumuna ulaginz ve bu
durumda. oyun- biter; ¢iinki bu durumda bir-
inci oyuncu 4 lira ortaya koymalidir, ancak 4 li-
rasi yoktur.

Bu oyunun bittigini nasil gosterebiliriz?
Oyunun bir gemasint gikarabiliriz.  En tepeye
(4,4,1) yazalm. Bu oyunun birinci durumu.
Bu durumdan agag dogru sagli sollu iki ok
gtkaralim: tura oku ve yazi oku. Soldaki ok tura
geldigini, yani birinci oyuncunun kaybettigini,
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sagdaki oksa kazandigimi gosteriyor. Sol okun
ucuna birinci oyuncu kaybettiginde varacaginz
durumu yazalim: (3,5,2). Sa okun ucunaysa
birinci oyuncu kazandifinda vanlacak durumu
vazalim: (5,3,1). Birinci oyuncunun stratejisini
stirdiiremedigi durumlardan ok qikmaz, ciinkii bu
durumlarda oyun bitmigtir. Oyunun semas: bir
sonraki sayfada gériiliiyor.

Bu, sonlu bir oyunun gemasidir, ¢iinkii ok-

lan izleyerek bir dongii elde edemeyiz. Oklarmn

gosterdigi yollar: izledifimizde son durumlardan
birine erigiriz.

Oyuna her iki oyuncu da dérder lirayla
bagladiginda oyunun sonlu oldugunu gordiik.
Okur oyunu bagka durumlardan da baglatabilir.
Her seferinde oyunun sonlu oldufunu gorecek-
tir. “Demek ki,” diye diisiiniir matematik¢i bu
asamada, “bu oyun bitmeli?” Arkasindan soruyu
genel olarak yamitlar:

Teorem. Oyuncular oyuna kag parayla baglar-
larsa baglasinlar yukaridaki oyun biter.

Kamit. Birinci oyuncu hep kaybederse oyun el-
bette biter. Birinci oyuncunun pegpese n kez
kaybettigini ama bir sonraki (n + 1)’inci atigta
kazandigani varsayalm. ~ Ilk n atigta birinci
oyuncu

1+2+22+..;+2n~2+2n;1
lira kaybetmis olacaktir. Bu say1ya Sy, diyelim:
(i) Sn‘:’1+2+22 i QnTlygn-1

! Bu giizel kant igin Sinan Sertdz'e tesekkiir ederim.

S, sayisint hesaplayalim. (1) egitliginin sag“;mdalﬂd
ve solundaki terimleri 2’yle ¢arpacak olursak,

2 28, = 24224284 oot g0

esitligini buluruz. (1) esitligini (2)’den ¢ikarahm.
Sol tarafta 2S5, — S,, yani S, buluruz. Sag
taraftaysa hemen hemen biitiin terimler sadelesir
ve geriye 2" — 1 kalir. Dolayisiyla

Sp=2"~1

dir. Demek ki, birinci oyuncu pegpese n kez
kaybederse, 27 — 1 lira kaybedecektir. Ama bir
sonraki atigta, yani (n + 1)’inci atista kazandi-
ginda 2" (toplam kaybettiklerinin bir fazlasini)
kazanacaktir. Dolaysiyla, birinei oyuncu her ka-
zamginda daha 6nce kaybettiklerini gtkardig gibi,
1 lira da kazanchi gikacaktir. Bu ne demek-

tir? Birinci oyuncu oyunu kaybetmedikee 1 lira

kazanmay siirdiirecek ve bir zaman sonra ikinci
oyuncunun biitiin parasim litecek demektir. Teo-
remimiz kamtlanngtir.

Beklenti. Bir oyunun beklentisi, oyuncunun
ortalama ne kadar kazanacagimi yada kaybe-
decegini- gosteren bir sayidir. Bir ornekle bek-
lentinin nasil hesaplandifini agiklayayim.  Diye-
lim bir piyango bileti aldimz. Piyango bileti
10 lira. Toplam 100 biletin oldugunu varsaya-
hm. Diyelim 1 bilete 500 lira ¢ikacak, 2 bilete
100 lira gikacak ve 5 bilete de 10 lira (yani
amorti) . gkacak. Aymi bilete iki ya da daha
fazla ikramiye ¢tkmasina kurallarin olanak ver-
medigini varsayalim. - Piyango biletinden - bek-
lentiniz nedir? - Yiizde 1 olasihkla 490 lira
kazanacaksimz (490 = 500 — 10); yiizde 2 ola-
sihkla 90 lira kaganacaksiniz; yizde 5 olasihikla
amorti ¢ikacak, yani ne kazanacak ne de kaybe-
deceksiniz; geri kalan yiizde 92 olasihikla aldiginiz
bilete higbirsey ¢tkmayacak ve bilete verdiginiz 10
lira yanacak. Biletinizin beklentisi

(490 x »1%5) + (90 X ITQ)B)+<0 X Tgﬁ)

+(-10x 72) = -

250
100

dir: Beklenti negatif oldugundan piyango bilét.i
almamak daha mantikh bir davramstir.

]



Konumuz olan oyunun beklentisi kagtir?
Hesaplayalim. 3 lira kaybetme olasithgimiz (yani
oyundan 1 lirayla kalkma olasihgimz) 1/4’tir,
cinkii (1,7,4) durumuna ancak ilk iki atigta
listiiste tura gelirse erigebiliriz.  (Vukaridaki
semaya bakimiz.) 2 lira kaybetme olasiliff-
miz 1/8 + 1/16, ¢linkd (2,6,4) durumuna
YTT ve TYTT atarak erigebiliriz.. Okur tim
olasiliklar hesaplarsa beklentinin,

1 3 9
(-3xg)+ (2xg5) + (12 g)
/ 27 253
+ (- gg) + (4% 535) =0
.. oldugunu bulur. Demek ki bu oyunun beklen-
tisi 0. Aslinda her yazi-tura oyununun beklentisi
0’dir. Oyuncular oyuna kag parayla baglarlarsa
baglasinlar ve stratejileri ne olursa olsun, yazi-
tura oyunlarmin beklentisi hep 0’dir. Bir atighk
yazi-tura oyunlarmin beklentisi elbette 0°dir. O-
kur bundan yararlanarak her yazi-tura oyununun
beklentisinin 0 oldugunu kamtlayabilir.

Tavla Uzerine Bir Soru

Onceki boliimde sonlu oyunlardan sozettik.
Bu bolumde kuramsal olarak sonsuza dek uzaya-
bilecek, ancak oynandiginda, yani uygulamada,
bitip bitmeyeceginden emin olmadigim bir oyun-
dan sozedecegiz. Hepimizin bildigi bir oyun bu:
Tavla. :

Tavla: sonlu bir oyun mudur? = Tavlanin
uzun - sturdigl olabilir; ama bugline  dek oy-
- nadifimz her tavla oyunu sona ermisgtir. - Hig
venigemeden giinlerce (bir el) tavla oynayana
raslamamigsimzdir. Oysa tavla sonsuz bir oyun-
dur. Yani kuramsal olarak sonsuza dek siirebilir.
Asagidaki durumu alalim érnek olarak:

Her iki oyuncunun da birer kingi var ve her ikisi

de peng (5) kapist diginda biitin kapilari almslar.
Bu durumda her iki oyuncu da durmadan gele
atatsa oyun sonsuza dek surer.” Durmadan son-
suza dek gele atmanin, yani hi¢ pen¢ atamamanin
clasilify —eger zarlar hileli degilse— sifirdir. Bu
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savimm dogrulugunu bir sonraki boliimde kanitla-
yacagim. Yani kuramsal olarak sonsuza dek gele
atilabilse bile, uygulamada atilamaz. Kuramsal
olarak sonsuz olabilen tavla igte bu ylizden uygu- ~
lamada biter. (Saniyorum biter, kanitim yok!)

Buna benzer 6rnekleri ¢ogaltabiliriz. Iste
bir tane daha:

Yukaridaki durumda her iki oyuncuya da dur-
madan diibeg (5-5) gelirse oyun sonsuza dek sirer.
Bunun olasiligy da sifirdir elbet.

Tavlanin sonsuza dek siirebilecegi durum-
lara tgtincu bir 6rnek verelim. Bu dérnek yukar-
daki orneklerden degisik olacak; oyuncular iste-
yerek (ama gene zarin yardimiyla) sonsuza dek
stirdurecekler oyunu:

Yukardaki oyunda siyahin bir kirif var ve zar at- .
ma sirasi siyahta. Dibes (5-5) geldi. Diyelim,
siyah kirik pulu dort kez 5 oynadi; beyazin peng
hanesindeki pulu kirtp kendi pen¢ hanesine yatti.
Dogru oyun bu degil ama varsayalim siyah boyle
oynadi. Simdi sira beyazda. Beyaza da dibes
gelsin ve beyaz da kirik tagini dért kez 5 oynasin.
Bundan sonra her iki oyuncuya durmadan diibesg
gelsin ve yukardaki oyunu yinelesinler. Oyun son-
suza dek sirer. Elbet sonsuza dek diibeg gelme
olasihigi da sifirdir.

Tavla —en azindan kuramsal ve varsayim-

sal olarak— cesitli bi¢imlerde sonsuza dek siire-

bilir:
1) 1k iki Srnekte oldugu gibi oyuncularn bir

_'segenegi olmayabilir; oyuncular ne oynarlarsa oy-

nasinlar oyun sonsuza degin siirebilir.

2) Uciincii drnekte oldugu gibi oyuncular hil-
erek ve isteyerek oyunu sonsuza degin siirdiire-
bilirler.
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Bir de su ayrimi yapabiliriz:
a) Her iig drnekte de oldugu gibi oyunun son-
suza dek stirmesi i¢in oyuncular zardan yardim

beklerler. Zar istedikleri gibi gelmezse oyun son-

suza dek siiremez.
b) Zar ne gelirse gelsin oyun sonsuza degin
surebilir.

Ik iki 6rnek 1a gikkimin, liglincii-drnekse 2a
gikkimin olabilecegini gdstermektedir. a sikkunmn
olasihigr sifirdir, - yani zarlarin. sonsuza degin
istedigimiz gibi gelme olasihg: sifirdir. Dolayisiy-
la 1b ve 2b giklar lizerine yogunlagmak yeterlidir.

1b sikkina bir ornek vermeye ¢ahisayim (ba-
garamayacagum, ama deneyecegim). Iki oyuncu
da alt1 kapiy1 almig olsalar ve her iki oyuncunun
da birer kirig1 olsa, oyun sonsuza dek siirer. Ama
tavlada (hile yapmadan) bu duruma erigilmez.
Neden erigilmediginin kamtini okura birakiyoruz.

1b ve 2b giklan tavlada olabilir mi? Bil-
miyorum.. ~1b gkkinin olmamasi “gerektigini”
deneyimle biliyoruz. Cinki oynadigimz tim
tavla’ oyunlar bitmigtir. ~Tavla genellikle on—
on beg dakikada, bilemediniz bir saatte biter.
Tavla oyununun sonlu oldugunu deneyimle biliy-
oruz. Ancak bunun matematiksel kanitim ver-
medik¢e matematiksel kesinlikle tavla oyununun
bittigini séyleyemeyiz. Onsezimiz ve deneyimimiz
1b gikkimin olamayacagimi soyliiyor. Ama Onse-
zilerimizden Gteye gitmeli ve bunun matematik-
sel bir kanitini vermeliyiz. Onsezi, matematigin
vazgecilmez Ogelerindendir.

Genellikle, matematik¢i kamtlayacag teo-
remden once kendisi emin olur. Bunun yolu
da Onseziden gecer. Matematikgi sezgiyle vardi-
g sonucu daha sonra bigimsellestirmelidir, yani
sonucun - matematiksel bir. kamtini bulmalidir:
Oyle ki, bu bicimsel kaniti okuyan hig kimse ka-
mtin dogrulugundan en kiigiik bir kugku duyma-~
malidir.

 2b gikkinin olamayacagini sdylemek pek
kolay degil. Bir arkadasimizla anlagin ve oyunu
bitirmemeye ¢aligarak tavla oynaym. Ornegin
sik sik acik verin, Kazanmak icin oynamayin.
Kaybetmek i¢in de oynamaym. Yalmzca oyunu
sonsuza, dek siirdiirmek i¢in oynayin. Gérecek-
siniz ki yeterince zamanimiz olsa neredeyse ba-
saracaksimiz. Bu yaziyl okuyan bir arkadasim,
tavlamin bitip bitmeyecegi sorusunu babasina
agmig.  Arkadagimin babasi, tavlanin her za-
man —her iki oyuncu da kazanmak icin oynasa
bile— bitemeyecegine inanabilecegini soylemis.
Cunkii ¢ok uzun siiren, hig de bitecege benze-
meyen ve yanda birakmak zorunda kaldign bir

tavla oyunu oynamis.

Yiizde Yiiz Sonlu Sonsuz Oyunlar

Ikinci boliimde kuramsal olarak sonsuz bir
oyun-olan tavlamin ger¢ekten, yani uygulamada,
sonsuz olup olmadif) sorusunu sorduk. Simdi ku-
ramsal olarak sonsuz, ancak uygulamada sonlu
bir oyundan séz edecegiz.

Oyunumuz iki kigi arasinda oynamyor.
Yazi-tura atiliyor. Yazi gelirse birinci oyuncu
tkinciden 1 lira aliyor, tura gelirse ikinci oyuncy
birinciye 1 lira veriyor. = Oyunculardan biri-
nin parast bittiginde oyun da bitiyor. Eger iki
oyuncunun da oyuna baglarken ikiger lirasi varsa
ve strekli bir yaz bir tura gelirse; oyun son-
suza dek siirer; ¢iinkii bu yazi-tura atiglariyla
oyunculardan birinin parasi bitmez.  Ote yan-
dan bu oyunu ne zaman oynasamiz oyuul biter!
Hatta oldukc¢a ¢abuk biter, bir dakika sirmez
bile. - Neden? Hi¢ durmadan bir yazi bir tura
gelme olasilifi ¢ok zayiftir da ondan. Bu yazida
bunu kanitlayacagiz. Kuramsal olarak sonsuza
dek siirebilen bu oyun, uygulamada sonsuza dek-
suremez. Cinki bu oyunun sonsuza dek siire-
bilme olasthg dyle kiigiik, oyle kigiiktur ki ...
sifira egittir. Bu olguyu kamtlamadan once bi-
raz eglenecegiz. Eglence matematigin 6nemli
ogelerinden biridir, savsaklamaya gelmez. Yete-
rince eglendikten sonra bu olgunun matematiksel
kanitin verecegiz. )

- Oyunu daha iyl anlamak ic¢in oyunun
‘agacmt’ bulalum. - Oyun (2,2) durumu ile
bagliyor. Yani baslangicta her iki oyuncunuan
da ikiger lirasi var. Diyelim biz birinci oyun-
cuyuz ve yazi gelince kazanyoruz. Agacin tepe-
sine (2,2) yazalim. Para atildi. Iki olasihik var:
ya tura gelecek ve kaybedecegiz ya da yaz gelecek
ve kazanacagiz. Kaybedersek oyunun yeni du-
rumu (1,3) olacak, yani bizim 1 liranuz, obiir
oyuncununsa 3 lirast olacak.. Bu (1,3) duru-
munu agacin soluna yazahim. Kazanirsak (3,1)
durumuna. erigecegiz. Bunu da afacin sagina
yazalim. Agag sagh sollu kok salar. Soluna kay-
bettigimizde, saginaysa kazandiginuzda erigecegi-
miz durumu yazaniz. (3,1)’den sonra gene iki
durum ortaya cikabilir: (2,2) ve (4,0) durum-
lari. (2,2)’yi sola, (4,0)1 saga yazalim. (4,0)
durumunda oyun biter ve agag kok salmaz. (2,2)

durumundaysa oyun stirer. Igte oyunun ilk dort

agamasini gosteren agag:



2,2
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Oyun ancak (4,0) ve (0,4) durumlarindan birine
geldiginde biter, obiir durumlarda siirer. Bu
yiizden dérdiincii agamadaki (2,2) durumlarinda
agag kok salmayi siirdiiriir. Bu agag sonsuz bir
agagtir. Koklerden bazilar bitse bile, kéklerin
kokii kurumaz. Agag sonsuzdur, giinkii oyun son-
suzdur.  Ornegin, (2,2), (1,3), (2,2), (1,3), ...
diye durmadan sonsuza dek uzayip giden bir kok
vardir.

Oyunun sonsuz oldugunu gostermek icin
illa sonsuz bir agag yapmaya gerek yoktu. Sonlu
bir gemayla da bu sonsuz oyunun gidigini gostere-
biliriz. Bu gemay: ¢izelim. Oyunda bes durum
yar:

(0.4), (1,3), (2,2), (3,1), (4,0)

durumlart. Bu bes durumu birer kare igine alalim.
Bir durumdan 6biir duruma nasil gecildigini bir
okla gosterelim. Eger bir durumdan obiir du-
ruma kazanarak gegebiliyorsak, okun kenarina 1
koyahm. Kaybederek gegebiliyorsak 0 koyalim.
Ornegin, (1,3) durumundan (2,2) durumuna kaza-
narak gegebildigimizden, (1,3) durumundan (2,2)
durumuna giden oka 1 adin1 veririz. Iste bu oyu-
Iun gemast:

} ve (4,0) durumlarnda oyun bittiginden bu
durumdan ok ¢ikmaz. Bu semaya bakarak
unun sonsuz oldugunu nasil anlarz? Eger bir
dongii (yani bir cember) varsa oyun sonsuz
ktir. (2,2) durumundan baglayarak ve ok-
eyerek ya (4,0) ya da (0,4) durumlarina
zorunda degilsek oyun bitmez. érnegin
vle (1,3) arasmda bir kisir déngii vardir.
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Bunun gibi (2,2), (1,3), (2,2), (3,1), (2,2), (1,3),
... donglisii de déner durur.

Agacimiza geri donelim. Agaca alic bir
gozle baktigimizda oyunun birinci ve iiciincii yazi-
tura atiglarindan sonra bitmedigi anlagihiyor. Bi-
raz digiliniinlirsek, oyunun tek sayih yazi-tura
atiglarindan sonra bitmeyecegini goriiriiz (Srnegin
timevarimla). Oyun 2, 4, 6 gibi ¢ift sayili atis-
lardan sonra bitebilir ancak.

Oyunun ikinei yazi-tura atiginda bitme
olasihgini bulalim.  Paranm hileli olmadigi-
n1 varsayiyoruz; yani yazi gelme olasih 1/2, tura
gelme olasihg 1/2. Agacm ikinci kusak kokleri-
ne bakalim. Dort dal var.  Her birinin olasili-
& 1/4’tir, ¢linkii ikinci kugaktaki (0,4), (2,2),
(2,2) ve (4,0) durumlarna ancak sirasiyla TT
(tura tura), TY (tura yaz1), YT, YY atildifinda
erigebiliriz. - Bu. dort durumdan ikisinde oyun-
bitiyor, ikisinde bitmiyor. Dolayisiyla, ikinci
yazi-tura atiginda oyunun bitme olasihigi 1/4 +
1/4, yani 1/2°dir. = Simdi oyunun en fazla dor-
diinci yazi-tura atiginda bitme olasihigini bulalim.
Agaca bakarak, oyunun en fazla dort yazi-tura
atiginda nasil bitebileefini buluruz:

TT, TYTT, TYYY, YTTT, YTYY, YY

atildiinda oyun biter. Bu 6 yazi—tura atigimn
(olaym) olasiliklari sirasiyla sdyle:

1/4,1/16, 1/16, 1/16, 1/16, 1/4.

Dolayisiyla, oyunun en fazla dért yazi-tura ati-
ginda bitme olasilig: bu sayilarin toplamidir, yani
3/4’tir. Oyunun en fazla alti yazi-tura atigim-
da bitme olasithgm hesaplayahm. Yukandaki
afaci siirdiirecek olursak, altinci asamada 4 tane
(0,4) ve 4 tane (4,0) oldugunu gdriiriz. Oyunu
sona erdirecek bu 8 kokten herbirine ulagma ola-
sihg 1/2%, yani 1/64. Dolayisiyla oyunu bitiren
bu 8 kdk uclarindan birine ulagma olasihginuz
8/64, yani 1/8. Bu olasilift bir énceki parag-
rafta buldugumuz 3/4 olasihgina ekleyecek olur-
sak oyunun 6 ve daha az yazi-tura atiginda bitme
olasihgini buluruz. Demek ki, oyunun en fazla 6
yazr-tura atiginda bitme olasih

3/4+1/8=7/8
dir. ikinci, dordiincii ve altiner yazi-tura atis-

larindan 6nce oyunun sona erme olasihiklarmm
sirasiyla

1/2,3/4,7/8




NESIN

oldugunu bulduk. Okur, oyunun en fazla sekiz
yazi-tura atisinda bitme olasihigimi hesaplarsa
15/16 bulacaktir.

Bir oyuncuda A lira, obtr oyuncuda B
lira olsun. Oyunun hangi asamasinda olursak
olahm, istiiste A + B kez yaz atildifinda oyun-
culardan birinin paras1 biter, hatta daha once

de bitebilir. Demek ki, efer 1 olasilikla tistiiste

A+ B kez yaz atacafumz kamtlarsak, biitiin
yazi~tura oyunlarumn 1 olasilikla sonlu bir za-
manda bitecegini kanitlamug oluruz. Dolayisiyla
su teoremi kanitlamaliyiz:

Teorem. n > 0 herhangi bir tamsay:r olsun.
Sonsuz kez yazi-tura atildifinda iistiiste n kez
tura gelme olasihigr 1°dir, yani ylizde yiizdiir.

Bu teorem, tura gelince kazananin oyunu
kazanacagi anlarmna gelmez. Ust tiste A + B
kez tura gelecektir (1 olasihkla). Orasi kesin.
Ust tste A + B kez de yazm gelecektir. O da
kesin. Ama hangi oyuncu daha once kaybede-
cektir? Orasi kesin degil. Sansa bagh. Gelecek
yazida hangi oyuncunun kag olasilikla oyunu ka-
zanacagini bulacagiz.

Teoremin Kamti.  Ardarda n kez yazi-tura
atildifinda hep tura gelme olasihg 1/27’dir.
Dolayisiyla n yazi—tura atiginin hepsinin birden
tura olmama olasitigi 1 —1/2" dir, Bu sayiya o
diyelim:
a=1= ;215.

0 < & < 1 egitsizlikleri birazdan onem kazanacak,
akhimzin bir kégesinde tutahm.

Simdi 2n kez yazm-tura atalim. 2n yazi-
tura atiginda n kez ust {ste tura gelme olasih-
gma B diyelim. fy sayisimi bulmak kolay ol-
mayabilir, ama bu saymin 1 — a?’den biiyik
oldugunu kamtlayabiliriz. 2n atista nasi Gst iiste
n kez tura gelebilit? Cesitli bigimlerde gelebilir.
Ornegin ilk n atig salt tura olabilir, ya da son n
atig salt tura olabilir. Ne birinci- n atigin, ne de
ikinci » atigin salt tura olmama olasthfi a? dir.
Demek ki ya birinci n ya da ikinci n atista salt
tura gelme olasihft 1 — a?’dir. Dolayisiyla 2n

atigta n kez Ust liste tura gelme olasiifl en az
1~ a?’dir. Yani

1-a’<p <l

egitsizlikleri gegerlidir.

Yukardaki akil yiirtitmeyi 3n, 4n ve genel
olarak kn atig i¢in yapabiliriz. =~ Soyle yapanz:
k > 0 bir dogal say1 olsun ve kn kez yazi-tura
atalm. Oy, kn atigta list {iste n kez tura gelme
olasilifi olsun.

(3) 1—af < g <1

egitsizliklerini - kamitlamak - istiyoruz.. B <
1 egitsizligi elbette dogru.  Birinci esitsizlige
bakalim. Ne ilk n atigin, ne ikinci n atigin,
. ne de k’yinci n atigin salt tura olmama ola-
sihgi of’dir. Dolayisiyla bu k& tane n atigtan
birinde (ya birinci, ya ikinci, ... ya da k’yinci n
atiglardan birinde) salt tura gelme olasiigy 1 —
of’dir. Dolayisiyla kn atigta tstiiste n kez tura
gelme olasiify 1 —a® ’dan fazladir. Yani 1 —o® <
B esitsizligl gecerlidir. (3)’d kamitladik.
0 < a < 1 egitsizliklerinden dolayi, k& son-
suza gittiginde of sayisi sifira yakinsar (yaklasir,
gider) ve 1 — of sayisi bire yakmsar:

lim (1 —o*) = 1.
k—roo
(3) esitliginde k’yi sonsuza gotiiriirsek,
1= lim(1-e®) < lim g <1
k—oo k00

elde ederiz ki, bu da, * sonsuza gittiginde S
sayilarinin bire yakinsadifim gosterir.  Demek
ki atig sayimiz ylikseldik¢e n kez ardarda tura
atma olasihifinuz bire yakinsiyor. Teoremimiz
kanitlanmgtar.

Ustteki kanitta atilan paranin hilesiz oldu-
gunu pek kullanmadik. Para hileli bile olsa, tura
gelme olasihigr sifirdan buyikse, her n i¢in, son-
suz yazi-tura atiginda tstiiste n kez tura gelme
olasihg 1’dir. Bunun kaniti da yukandaki teo-
remin kamti gibi.

EGLENCELIK
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