4. Problemler

Asagidaki problemleri dnce ahigtiginiz yolla
¢ozmeye ¢alisimz.  Sonra bu yazida kullamilan
metotlarla ¢oziinliz. Mekanik kavramlarmm ko-
laylhiklar sagladifini goreceksiniz.

1. ABC ii¢geninin agirhk merkezinin, cevrel
cemberinin merkezi olmasi i¢in, A, B, C' kégeleri-
ne yerlegtirilinesi gereken kiitle miktarlarini bu-
lunuz.

2. Herhangi bir tggenin yiiksekliklerinin bir
noktada kesigtiklerini gosteriniz.

A Q D
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3. ABCD tegetler dortgeni cembere M, N;
P, @ noktalarmda teget ve |AM| = a, |[MB| =

b, [CN|= ¢, |DQ| = d olsun. |MG|: |GP| ve
NG| : |GQ| oranlarmi bulunuz.

4. SABCD piramidinin tabani ABCD pa-
ralelkenaridir. p diizlemi bu piramidin SA4, 5B,
SC, SD kenarlarm siraile Ay, By, Ct, Dy nok-
talarinda kesiyor ve |SA;| = |SA4|/3, |SBy| =
[SB|/5, |SC| = |SC|/4 veriliyor. |SD:|/|SD|
oranini bulunuz.

Sekil 14

Yazarlar, bu makaledeki konunun incelenmesinde,
bigim verilmesinde - v miizakere -edilmesinde
biyik yardim gostermis olan saym Riza Burak’a
derin minnettarhklarint sunarlar.

DENKLEMLERIN COZULMESI

C. Alparslan Ertug *

1. Girig

"Agirhikls olarak [4]’ten yararlanarak hagir-
ladigimz bu yazida, ¢esitli denklem  tiplerinin
¢oziim yollarmi vermeyi degil, denklem ¢ozerken
genel olarak dikkat edilmesi gereken hususlar: ve
¢ok sik yapilan hatalan gostermeyi amachyoruz.

Okuyucularimmza cebirsel denklemlerin ¢~
ziimleri igin [2] ve [3]i, Diofant denklemleri igin
[5]1, trigonometrik denklemlerin ¢éziimleri icin
[1]1, Ustli ve logaritmik denklemler icinse [4]%
incelemelerini dneriyoruz.

2. Tanimlar

Daha fazla ilerlemeden: dnce, yazida kul-
lanacagimiz bazi kavramlan tanimlamamz uygun
olacaktir.

* Gemi ingaati mithendisi

a. Bir denklemde- degigskenin (bilinmeyenin)
tanum kimesi, denklemin her iki tarafini anlamh
(tamumh) Jalan degerler kiimesidir.

b. Bir a sayisi, bilinmeyenin yerine koyul-
dugunda denklemi dogru bir ifade haline ge-
tiriyorsa (denklemi dogru bir sayisal ifadeye
doniigtiiriiyorsa), denklemin bir ¢ézdmiidiir, yani

kokiidir, Bu tamima gore, bir denklemin
¢ozim kimesi (tiim ¢Sziimleri), degiskenin tanim:
kimesinin bir alt kiimesidir.

¢. Bir denklemi ¢ozmek; tiim koklerini bul-
mak ya da kék bulunmadigimi kanitlamaktiz.

d. Eger bir denklemin tiim kokleri (¢dziim
kiimesi), bir bagka denklemin de kékleri ise, ik-
inci denklem birincinin sonucudur.

e. Iki denklemden biri digerinin sonucu ise,
bu iki denklem denktir denir. Bir bagka deyigle;
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nler aym ¢Oziim kimesine sahiptir-

klem, degigkenin bazi degerlerinden
ameye ait aym ¢ozumlere sahiplerse,
rinde denktirler denir.
ii bu kavramlari iki rnekle gosterelim:
1 = %/z—1 denklemini gozoniine
Zu denklemin tanun kiimesi, sol taraftaki
saf taraftaki +/z — 1 ifadesinin anlam
m z degerlerinden olugacaktir. Sol
= her degeri i¢in tanimhdir. O halde bu
in tanum kimesi, ¢ > 1 degerlerinden

Simdi de gu iki denklemi gozoniine alahm:

2

I

logs(z — 3) + logs(z + 5)
loga(z — 3)(z +5)

I

a2 gorilecegi gibi, birinci denklemin her
ikincinin de kokiidiir ve dolayisiyla ikinci
lem birincinin sonucudur. Ikinci denklem
ek, kokler (¢oziim kiimesi) @ = 4 ve
§ olarak bulunur. z koki birinci denklemi
maz ve ilk denklemin tanim kiimesi i¢inde de
dir. Oyleyse bu iki denklem denk degildirler;
ilk denklemin tanim kiimesi lizerinde denk-
. Tamm kimesi tizerindeki ortak kokleri
Cae =4 degeridir.
Ikinei dennklemin kékii olan fakat ilk denk-
i saflamayan zo = —6 degerine ise yalanc: kok
Dikkat edilecek olursa, ilk denklemin tanim
sica > 3 degerlerinden olugmaktadir. Tkinci
lemin tamm kiimesi ise, z > 3 degerlerinin
a ¢ < —b degerlerini de igermektedir.
ilk denklemden ikincisine gegilirken; tanim
iesinde bir genigleme s6z konusu olmug, ve bu
valanca kékin dogmasina yolagmugtir. Sunu
elirtelim ki, yalanci kék dogmayabilirdi de.
Bir denklemi ¢ozerken, bir dizi iglem ve
stimler yapilarak bir denklemden &tekine
ir' ve-en sonunda da ¢ozliim kimesi elde
lir. Bir bagka deyigle, ¢6ziim siirecinde her
klemin yerini bir bagka denklem alr. Dogal
k, yeni gelen her denklemin tanim ve ¢ozum
=leri ilk denkleminkinden farkh olabilir. O
= denilebilir ki en 1yi ¢ozim yo6ntemi, veri-
: denklemin yerine her defasinda denk bagka
denklem yazmaktir. Boylece son denklemin
m kiimesi ilk ‘denklemin de ¢oziim kiimesi
Fakat bu soyleneni her zaman uygulamak
ag1 bulunmaz ve genellikle her denklem, ken-
e denk olmayan bir sonugla degistirilir. Bu
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durumda “sonucun” tanimna uygun olarak, ilk
denklemin kokleri ikincinin de kokleridir; yani
kok kaybi sozkonusu degildir, fakat yalanci kokler
dogabilir.

Onemle belirtilmesi gereken bir diger husus’
ise, verilen denklemin yerine ilkinin sonucu ol-
mayan bir denklem yazilmayacagidir. Ciunki ilk
denklemin, yerine yagzilan ikinci denklemin kokii
olmayan kokleri de bulunabilir ve dolayisiyla ikin-
ci denklemi ¢6zmek, birincinin tiim koklerini ver-
mez. Yani, en iy: olasihkla bir kékin kaybolmas:
86z konusu olabilir.

Ozetlersek, herhangi bir denklemi dogru
olarak ¢ozmek iglemi, tamim ve ¢oziim kiimelerin-
deki degismeleri dikkatle izlemek, koklerin kay-
bolmasina izin vermemek ve dogmus olan yalanci
kokleri atmak olarak ozetlenebilir.

3. Yalanci K6k Dogmasmin Sebepleri

Bir denklemi ¢ozerken uyguladigimiz, iki
tarafin karesini, logaritmasimi veya antilogarit-
masini alma, Ust alma, ya da denklemin bir
boliimiiniin yerine ona egit bagka bir ifade
koyma gibi iglemler, degiskenin tanim kiimesinin
geniglemesine ya da daralmasina yolagar.

Tanim kiimesinin geniglemesi yalanci kok-
lerin dogmasma yolagabilir. Bu nedenle kokleri
bulduktan sonra, yalanc: kokler ayiklamp atilma-
hdar. ‘ :

Yalanci kokleri aywrirken, elde edilen
koklerin ilk denklemi saglayip saglamadigina bak-
mak ¢ok uygulanan bir yontemdir. Fakat koklerin
ilk denklemde yerine konulmasi gi¢ ve uzun
hesaplar yapilmasmi gerektiriyorsa, bir bagka ku-
rali uygulayabiliriz. O da gudur: Eger denkle-
min ¢oziimi sirasinda yapilan doniigiimler sonucu
tanim kiimesinin geniglemesi sézkonusu olmugsa;
elde edilen koklerden yalmizeca ilk denklemin
tanim kiimesinin elemani olanlar ger¢ek kok,
digerleri ise yalanci koktiirler.

Genellikle tanim kiimesinin geniglemesine
ve dolayisiyla yalana koklerin dogmasina yolagan
iglernler sunlardir:

e Denklemin iki tarafinin karesini almak.. .

e Logaritmalarn toplarm yerine bir ¢carpimm
logaritmasimin yazilmasi.

o z'96: N = N bigimindeki logaritmik formi-
lun kullanilmas. :

e Denklemin iki tarafindaki benzer terimlerin
kisaltilmasi.
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e Denklemdeki kesirlerin kisaltilmasi ya da
kaldiriimasi.

Asagida bunlara iligkin iligkin Grnekler  ver-
ilmigtir.

Tamm kiimesinin daralmasma yolagan
déniigiimlerden ise, kok kaybi sozkonusu ola-
bilecegi igin, kagmilmahdir.

4. Ornekler

Asapida cesitli 6rnekler iizerinde, yalanci
koklerin dogmasina yolagan farkedilmesi gii¢ kay-
naklar, daha sonra da koklerin kaybolmasina
yolagan kaynaklar ele alinacaktir.

zlnuz.

Coziim.  Denklemin tammm- kiimesinin z >
1/2 degerlerinden olugtugu kolayca bulunabilir.
Simdi iki tarafin karesini alahm

(m)zmux A U (Ve = 1)2 =16

Kokleri kaldirarak {bu-iglem tamm kiimesini
genigletmektedir) ve gerekli diizenlemeleri ya-
parak gu denklemi elde ederiz.

2V/22% + 52 — 3= 14— 3z (1)

Simdi de soyle diigiinecegiz: (1) denklemi-
nin sol tarafl, (izin venlebiln:) her z degeri i¢in
negatif degildir; fakat sag taraf z > 14/ 3 igin
negatiftir. Agiktir ki ’in bu degerleri ¢6ziim ola-
mazlar ve bundan sonra (1) denklemini yalnizca
r < 14/3 arahfinda ele alacaglz Bu aralikta her
iki taraf pozitif oldugu i¢in, kare almak, © < 14/3
araligmda (1)’e denk bir denklem verir,

(2v2e7 50 - 3) = (14 - 3z)?

Buradan da tanim kiimesini bir kez daha genigle-
terek, % — 104z + 208 = 0 denklemini elde ed-
eriz ve bunun kékleri z1 4 = 52 % 8v/39 olarak
bulunur. Kolayca goriillecegi gibi, bu koklerin
ikisi ‘de ilk denklemin tamum kiimesi iginde bu-
lunmaktadir.  Dolayisiyla, z < 14/3 kogulunu
saglayip saglamadigini kontrol etmek yeterli ola-
caktir, z1 = 52+8v/39 ve 2y = 52—81/30 dersek,
21 > 14/3 ve @y < 14/3 oldugn goriliir. Oyleyse
yalmzca, =y degeri koktiir.

" Burada bulunan kokleri denklemde yerine
koyarak kontrol yapmanin bir hayli gii¢ ve zaman
ahict oldugu kolayca gdrillmektedir:

Ornek 1. x/x T3+ —1=4 denldemxm ¢6-

Bir parametre iceren denklemlerde ise,
dogrudan sag}ama yapmak daha da gugie@r
Simdi de gu ornegi ele alahm:

Ornek 2. 2—1=+/a—2? denklemini ¢oziiniiz.

Coztim.  Sag taraf z’in izin verilebilir tiim
degerleri icin, sol taraf ise & > 1 igin negatif
degildir. Bu yiizden, verilen denklem z > 1

araliginda, (z —1)? = (Va— 2%)” denklemine;
sonra da agagidaki denkleme indirgenebilir.

22~z +1-a=0 (2)

Bu iglem yapilirken degigkenin tanum kiimesi ge-
nigletildiginden, sonugta bulunan kéklerin kont-
rol edilmesi gerekecektir. Dolayisiyla (2) denkle-
mini ¢ozmemiz ve bulunan koklerden, -z > 1 ve
a—x? > 0 kogullarm saglayanlar almammz ge-
rekecektir. Bu denklemin diskriminant1 2a — 1’e
egittir. O halde a < 1/2 i¢in bu denklemin gergek
kékleri yoktur. O halde ilk denklemin de bu @
degerleri icin koki yoktur.

Simdi a > 1/2 oldugunu kabul edelim. (2)
denkleminin kokleri, -

1++2a~1

Tz = 3

sayllaridir.  ®, kokiniin, # > 1 kogulunu

saglamadifl agikca goriilmektedir, doiaylmyla, bu,

ilk denklemin kokii degildir. z; hakkmnda karar

verebilmek i¢in, (1 ++v2a—1)/2 > 1 ya da

V2 =1 > 1 egitsizlifini ¢Ozmemiz gerekir. -
Bu egitsizligin @ > 1 icin saglandifr kolayca

gorillmektedir. O halde a < 1 igin, ilk- denklemin

gergek kokleri yoktur. Fakat hala, a > 1 igin

a— &7 > 0 esitsizlifinin saglamp saglanmadigim

incelememiz gerekmektedir. Bu esitsizlik, a >

V2a —1 egitsizligine denktir. a > 1 durumunu

gozbniine aldigimiz icin, esitsizligin iki tarafi da

negatif degildir ve dolayisiyla kare almabilir:

a? > 2-1
a?=2+1 > 0
Bu egztsmhk a’nin tum deferleri igin saglanmak-

tadir. Oyleyse a < 1 igin baglangig denkleminin
kokleri yoktur. a > 1 icinse denkiemm koku,

z= (1+\/2a—-1)/2’dxr

Yer darhig nedeniyle‘ kokleri yerine ko-

-yarak saflama yapmanm - giigliigini - burada



Osteremiyoruz. Fakat okuyucularimiz bu iglemi
endileri yapabilirler.

Valanci kéklerin olugmasinin kaynaklarin-
dan biri de cesitli logaritma formiillerinin, ozel-
likle de bir carpimin logaritmasmun almma-
s1 formiiliintin kullamilmasidir.  Gergekten de
log f(2) + logg(z) yerime log(f(z)e(x)) yar-
makla, degigkenin tamm kiimesini genigletmis
ve x bilinmeyenin log f(z) < 0 ve logg(z) <
0 kosullarmi aym anda saglayan degerlerine
izin vermis oluruz: = Dolayisiyla yalanci kokler
dogabilir. Fakat bunlar yalmzca degiskenin tamm
kumesinin  genigletilmesinden dogduklarindan,
bunlan ayirmak igin, tanim kiimesinin eleman:
olup olmadiklarina bakmak yeterli olacaktar.
Aynca gunu. belirtelim ki, tersine bir uygu-
lama, yani bir ¢arpimn logaritmas: yerine logar-
itmalarin toplamimi yazmak ise, degiskenin tanim
kiimesini daraltacag i¢in, yapilmamahdir.

1
K

Ornek 3. logo(z 4 2) + log,(8z — 4) = 4 denk-
lemini ¢oziiniiz.

Coziim. = Bir carpimin logaritmasina gecerek
logy(2+2)(3z—4) = 4 ve buradan da (z42)(3z—
4) = 16 elde ederiz. Bu denklemin kokleri £ =
(-1+ \/’m /3 bicimindedir. Yalnizca, «;’in ilk
denklemin tanim kiimesinin- elemam oldugu ve
dolayisiyla yalmzca bunun kék oldugu kolayca
gorilebilir.

Temel logaritma formiiliiniin uygulanmas:
da degiskenin tanim kimesini genigletmesi ne-
deniyle yalanci koklerin dogmasma yolagar.

‘Ornek 4. '°8v=27 = 4 denklemini ¢oziiniiz.

Coztm. log. 52z = log,(22)? oldugunu
biliyoruz. - O halde ilk denklemi gbyle yazabili-
riz: 21922 = 4. Temel formiilii kullanarak
(22)% = 4 elde ederiz. Buradan z? = 1;
dolayisiyla %1 = —1 ve z5 = 1 bulunur. Fakat
une ry ne de z ilk denklemin tanim kiimesinin
elemant degildirler: z1 < 0 ve /Z3 = 1 logarit-
ma tabani olamazlar. O halde verilen denklemin
kokit yoktur:

Yalanci koklerin dogmas: her zaman bu
problemdeki kadar dikkat ¢ekici olmayabilir, Ku-
ral olarak bu durum, hesaplar yapihrken degis-
kenin tanim kiimesinin geniglemesinden dogmak-
tadir. Simdi ¢dzecegimiz problemde goriilecegi
gibi, benzer terimlerin kargihkh kisaltidmasmdan
da yalance kékler dofabilir. Bunda da sasiracak

- Ornek 6.
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bir sey yoktur. Kisaltma yapmakla, silinen ter-
imleri anlamli kilan smirlamalar kaldirnmg ve
dolayisiyla tanim kiimesini genigletmis oluyoruz.

Ornek 5. logv/1+z + 3logv/I—z =
logy/1—2? + 2 denkleminin ¢oziim kiimesini
bulunuz.t

Cozlim.  logv/1— 22 ifadesini agagidaki gibi
doniigtiirebiliriz:

log /1 — 2 = logv1i+zvli—=z
: o= logV/ 14+ logv/1 — .

Bu déniigiimiin degigkenin tanim kiimesini degis-
tirmedigi kolayca goriilebilir ve déniisiim sonu-
cunda ilk denklem agagidaki sekle gelir:

logv/14+ 2 +3logv/1—2
:log\/1~$+log\/l+a:+2‘

Her iki taraftaki log+/1+ z ifadesini kisaltarak
sunu elde ederiz: 2log/1—2 = 2. Bu denk-
lemin tamm kiimesi z < 1 kogulunu saglayan
sayilardan olugmaktadir ve bu tanmim kiimesi ilk
denklemin tanim kiimesinden daha genigtir. O
halde yalanci kék dogmasmi beklemeliyiz. ~Son
denklemi ¢ozerek z = —99 buluruz. Bu'ise ilk
denklemin tanmm kiimesinin elemani degildir. O
halde verilen denklemin kékii yoktur.

‘Hata kaynaklarindan bir digeri ise, kesir-—
lerin kisaltilmas1 ya da kaldinlmasidir. Bu iglem
de degiskenin tamim kiimesinin geniglemesine ve
paydayi sifir yapan degerlerin ortadan kalkmasma
yolagar. o

2108055(4-5) _ 1 donkle.

ErryRas
log(3+2) T " Tog,(3+e)

mini ¢oziiniz.
Coztim. - Bitin logaritmalan 2 tabanina ¢evirip
gerekli diizenlemeleri yaparak asagidaki denklemi
elde ederiz:

logy 6 — logy (4 — ) :
=1 3
EACES I ©

Buradan da log, 6 — logy(4 — ) = log,(3 +z) ve

6 o
B : 4.
e I (1
bulunur. - Bu denklemin kokleri ise 2y = 3 ve
zy = =2dir. (3) ve (4) denklemlerinde kesir-
leri kaldirmakla tamm kiimesini genigletmis ol-
mamz nedeniyle yalanci kék dogmug olabilir.

1 Taban belirtmedifimiz zaman 10 tabanmna gére logaritma alindis anlagilmalidir,

fonl
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Bu yiizden, buldufumusz koklerin: ilk denkle-
min “tamim kiimesinin elemam olup. olmadigina
bakmarmz “gerekir.  Boylece ‘de p’nin tanim
kiimesinin elemani olmadig:, fakat z;’in kok
oldugu bulunmus olur.

Sol tarafi bir kesir, sag tarafi ise sifir olan
denklemlerin ¢ézumiinde sik sik gdyle bir hata
yapilmaktadir. Pay: sifira egitleyip kokler bulun-
makta, payda ise hi¢ gozéniine alinmamaktadar.
Opysaki bulunan kokler i¢inde payday: sifir yapan-
lar varsa bu degerler atimahdar.

Ornek 7. tan3xz = tan5z denklemini ¢Ozuniz.
~ Cozlim. Verilen denklemi gSyle yazabiliriz:
sin 3¢
cos 3z

sin bz
cosbz

Buradan da p‘ayddlau egitleyip gerekli dizenle-
meleri yaparak agagidaki denklemi elde ederiz:

sin2z -

cos 3z cos Sz -
sin2¢ = 0 denklemini ¢ozerek, =z = kn/2,
ko= 0,%1,4£2,. .., sopucunu buluruz. Simdi

yalanci kokleri, yani paydayi sifir yapan ¢oziimleri
- ¢gikarmarmuz gerekir. - k’mmn tek degerleri icin,
cos 3z cos 5z ifadesi sifir olur. 'O halde ilk den-
klermin kokleri; @ = kn/2 degerlerinden k’nin

¢ift, yani k = 2n, n = 0,41,42,...; oldugu
aglardir. Dolayisiyla kokler; z = nw, n =
0,41,42,. .., degerleridir.

Sol tarafi garpanlara ayrlmis, sag tarafi
ise sifit olan denklemleri ¢ozerken, tamim ki-
mesine dikkat edibmemesi sonucu ciddi hatalar
yapilmaktadir. - Boyle bir denklem ¢dziiliirken
genellikle her bir carpan sifira egitlenerek kokler
bulunmaktadir. - - Oysa ki ¢arpanlardan  birini
“sifir yapan bir degigken degeri, bir diger carpam
anlamsiz kilabilit. - Dolaymiyla da.bu degerler
kok olamazlar.” Bu ylizden, elde edilen koklerin
degigkenin tanmm - kiimesinin - elemant olup: ol-
madiginin mutlaka kontrol edilmesi gerekir.

Ornek 8. (z+2)(z2—1)/Z2=0 denklemini ¢o-
zlntz.

Cozim. Her carpani tek cek sifira egxt}eyerek
1= —2, 23 =1, 3 = —1 ve z4 = 0 koklerini
buluruz. Oysa ki ilk denklemin tamm kiimesi,
z-> 0 degerlerinden olugmaktadir. . Oyleyse,
2y = =2 ve g = ~1 degerleri yalanci koktirler
ve atilmalari gerekir.

5, Kok Kaybin Sebepleri

Simdi de kok kaybmun kaynaklarini ve
bunu onlemenin yollarini gérelim. Genellikle kok
kayby, verilen denklemin yerine, tanim kimesi
daha dar bagka bir denklemin yazilmasindan
dogar. Tamm kimesinde béyle bir daralma,
daha once. gdrdiigimiiz gibi, logaritmik ve
trigonometrik formiillerin kullamlmasiyla mey-
dana gelir.

Daha once de belirttigimiz gibi, bir car-
pimin logaritmasi yerine logaritmalarin toplam-
n yazmak, tanim kiimesinin daralmasina yola-
car. Ayni durum, usthi bir terimin logaritmasimn
alinmast igin de gecerlidir. Bu sakncayi ortadan
kaldirmak igin,

(a) log, MN =log, M +log, N (M,N > 0),
(b) log, N® = alog, N (N > 0, o herhangi
bir say1), ‘
bigimindeki logaritma formiillerinin yerine agagl-
daki formiilleri kullanmak gerekir:
(c) log, MN =log, | M|+ log, [N| (MN>0),
(d) log, N?* = 2klog, |N| (N # 0; k bir tam-
say1).
Bu formillerin < kullanilmasi, ~ tanim - kiimesini
genigleterek yalanci koklerin. dogmasina yolacsa
bile, bunlart nasil ayiklayacagimmzi biliyoruz.
QOysa kaybolan kokleri sonradan bulma gansimiz
yoktur.

Ornek 9. %10g1/4($+4)2 -G = 10&/4(4“ x)3+
logy /4(z + 6)% denklemini ¢oziiniiz.

Coziim.  logyu(z + 2)% = 2logy sz + 2,
logi (4 — 2)® = 3log1(4 — 2), ve loga(z +6)° =
310g; 1(z +6) degellemm denklemde kuﬂanarak
§u sonucu e}de ederiz:

log1(4 —z) + logs(z +6)

logile+2[-1 =
logy e+ 2]—
logi(1/4) = logi(4—z)+logi(z+6)
logs 4jz42| = logi(4—=)(z+6)
logz 4z +2| = logi(4~z)(z+6)
4lz+2] = (d—2z)(=+6)
Bu denklemin kokleri, #; =2 ve zy = 1

v/33’tir.. Her iki deger de, ilk denklemin tanim
kiimesinin elemamdirlar ve gergek koktirler.

Tanim kiimesinin daralmas: ve bu nedenle
de koklerin kaybolmasi, yeni bir logaritma ta-
banina gegilmesi sirasinda da olabilir.

[21]



Ornek  10. loggs, @ — ldloge, 2° +
401og,, /= = 0 denklernini ¢oziiniiz.

Coziim. Iste size bir ¢oziim: Taban degigtirme
formulint- kullanarak ve z’i yeni logaritma ta-
ban: alarak agagidaki sonucu elde ederiz:

40log, /7 0
log, 4z

14log, ®
log, 16z

log, 2
log, 0.5z

Kolayca goriilecegi gibi, denklem z = 1 i¢in an-
lamsizdir. Qysa ki ik denklemin z = 1 igin an-
lamh olmasinin yanisira, bu deger yeni denklemin
bir kékidir de. Iste bu noktada bir kok kaybe-
dilmektedir. k

Bu nedenle goyle akil yirtutmeliyiz. z ta-
banmna gegmek istiyoruz; bu durum z > 0 ve
z # 1 kosullanm getirmektedir. ilk denklemin
tamm kumesi &> 0 kogulunu zaten getirdigi
i¢in, bu-kosul saglanmaktadir. & = 1 degeri,
ilk ‘denklernin tamm kiimesinin eleman: oldugu
igin, bu degerin kok olup olmadigini kontrol et-
memiz gerekir. Bu degeri ilk denklemde yerine
koyarak denklemi sagladigimi goriiriiz. - Boylece
bir kok bulunmug olur: z; = 1. Simdi diger
kckleri-arayalim. Artik @ tabammna gegebiliriz.

Buradan sonra ¢bziim gli¢ degildir. Loga-
ritma Ozelliklerini kullanarak ve log, 2 yerine y
koyarak: asagidaki denklemi elde ederiz:

2 42 20

1~y"1+4y+1~+2y:°‘

Buradan da 2y% + 3y — 2 = 0 bulunut. Bu den~
klemin kokleri ise yy = 1/2 ve yy = —2’dir.
log, 2 = 1/2 diyerek z, = 4 ve log,2 = —2
diyerek de z3 = 1/v/2 elde edilir. z, ve
z3 degerlerinin de ger¢ek kokler oldugu kolayca
gorilmektedir. O halde denklemin ii¢ kokii bu-
lunmaktadir.

Koklerin kaybolmasina yolagan en omemli
hatalardan biri ise, bir denklemin her iki tarafin-
daki ortak bir ¢arpanin kisaltlmasidar.

Boyle bir durumda izlenecek en iyi yol,
tum terimleri sol tarafta toplamak ve sonra da
agagidaki iki durumu gozoniine almalktir:

(1) Ortak carpamm sifira esit olmasi.

(2) Ortak carpanm stfira esit olmamast.
Kugkusuz ikinci durumda ortak ¢arpanmn diginda-
ki carpan sifir olacaktir.

Ornek 11. 2227+ 4 9le+3l42 = 20lo-3/+4 4
2°=1 denklemini ¢Sziiniiz.

ERTUG

Céziim. 1ki durumu gozonune alacagz:
(a) z > 3 olmast hali. Bu durumda denklem
asagidaki bicimi alacaktir:

297+l +2x-—1': $22x+;+2x—1_

Bu . denklem - #’in. her. deferi igin ‘saglamr;
dolayisiyla & > 3 degeri verilen denklemin kékle-
ridir.

(b) = < 3 olmast hali. Bu durumda denklem
agagidaki bicimleri alacaktir:
m227—:c + 21:%1
257 (4z% ~ 1).

‘$22:c+1 + 25—:3 —_
271 (4g% ~ 1)

Iste burada iki taraftaki. (422 — 1) arpanm ki-
saltmak hatasina diigiilmemelidir.. Biitiin terim-
leri sol tarafa toplayahm:

(2°7 = 257")(42? — 1) = 0.

Simdi de her ¢arpan sifira egitleyerek kokleri bu-
lahm: 42? —1 = 0 ise 22 = 1/4’ten z; = 1/2
ve g = —1/2. @ < 3 kosulunu sagladiklan igin
bunlar koktiir. 2771 = 252 = ise 2971 = 25-%
vez—1l=5b—zten 26 =6 vez3=3. z<3
olmas1 gerektigi i¢in bu kok degildir. O halde
verilen denklemin kdkleri; z > 3§ ile @y = 1/2

@y = —1/2 deéerleridir.

Cok sik yapilan bir diger yanhs ise, §u ku-~
ralin yanhs kullanilmasidar:

“Tabanlars 0 ve 1’den farkly olmak kayduy-
la, birbirine egit iki istli ifadenin tabanlarn bir-
birine esitse, iistleri de birbirine egittir.” Genel-
likle bu kuralin' tabanlar: 0 ve 1’den farkl ol
mak kaydiyla bolimit unutulmakta ya da gozden
kaginimaktadir. Sonug, tabani 0 ya da 1 yapan
kok degerlerinin kaybolmasidir.

Ornek 12. zV% = \/z% denklemini ¢oziintz.

Coéziim. Bu denklem sdyle yazilabilir: Ve =
2°/2 . Boylece tabanlan esit olan iki iistlii terimin
birbirine egitligi durumuna geldik. Herhangi bir
kokiin kaybolmasima yolagmamak i¢in, tabanmn 0
ya da 1 olup olamayacagmi inceleyelim. 0° be-
lirsizlik oldugu i¢cin # = 0 kok olamaz; 1 =1
ise koktiir. Simdi de 0 ve 1’den farkh kokleri
arayahm. Ustleri birbirine egitleyerek +/z = z/2
buluruz. Buradan da z; = 4 elde ederiz. ‘

Zaman zaman da-gu hatah akil yiiriitmeyle
kargilagiriz: “Bir dstli saye 1’e egitse, ustd sefir-
dur.” Qysa ki bunun bir istisnasi vardir: Taban 1
ise, Ustl ne olursa olsun iistli ifade 1’e egit olur.
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Ornek 13.
ni ¢ozuniiz.

|coszfsin® s=%sino+} — 1 denklemi-

Coziim. §0yle akil yiiriitecegiz: Eger |cosz| =
1 ise, st ne olursa olsun sonug 1’e esit olacaktir:
Fakat [cosz| # 1 ise, iistiin sifira.egit olmasi
zorunludur. O halde denklemimiz ikiye ayrilrg
olmaktadir:

(a) lcosm = 1

(b) sin’z~ 2 Ssine 4 1 ‘—O

Ik denklemden ic herhangi bir tamsay:

olmak tizere, z; = kn bulunur. Ikinci denk-
lemden ise, sinz = "1/2 ve buradan zs =
(— l)k" + k7 ya da sine = 1 ve buradan da
z3 = L 4 2kw kokleri elde edilir: - Ancak bu
z3 degerleri, ilk denklemi 0° haline getirdikleri
igin kok degildirler. Dolayisiyla denklemin kokleri
soyle olacaktir. z1 = k7 ve @y = (~1)* L.+ kn;
burada 'k herhangi bir tamsayidir.

Ozetleyecek olursak, ustli. ifadelerin esit-
liginden iistlerin esitligine gegerken ii¢ durumun
gozoniine ahnmasy gerekir: Tabamn 0 olmasi, ta-
banmn 1’e esit olmasi ve iistlerin esit olmas: hal-
leri.  Bu tiir bir uygulama koklerin kaybolmasi
durumunu ortadan kaldirir.

Bununla beraber yalanca kokler dogabilir.
Gergekten her durumda, - birbirinden yalitihmg
denklemleri ¢dzmek zorunda oldugumusz igin, bu-
ralardan bulunacak bazi kéklerin ilk denklemin
tamm kiimesinin - elemam olmamasi olasih:
vardir. Son 6rnekte bu durumla kargilagtik; ikin-
¢i denklemin - baz1 coziimlerinin, ik denklemin
tamm kiimesinin diginda kalmasi nedeniyle bun-
lar1 attik.

Bu ylizden tstli bir denklemm ¢Ozlimiin-

de, yukarida belirttigimiz kurali uyguladiktan

“sonra buldugumuz kokleri kontrol etmemiz gere-
kir. Bunun i¢in de bulunan kéklerin, ilk denkle-
min tanun arahg icinde olup olmadiklarna bak-
mak yeterli olacaktir.

‘Son olarak da koklerin kaybolmasina yola-
¢an, bir bagka kaynaktan, trigonometri formiille-
rinin kullanilmasindan sozedelim.

Bir trigonometri formiiliiniin sag ve sol
taraﬁam farkl tamrn kumelerme sahip olabilir-

ler. érnegin, sinus ve kosiniisli yarim a¢imn tan-
Jjant: cinsinden ifade etmemizi saglayan doniisiim
formiilleri boyledir. Bu formiillerin sol tarafi daha
genig bir tamm kiimesine sahiptir ve dolaymsiyla
sol tarafin. yerine sag tarafin yazilmasi halinde
tamm kiimesi daraltilmg olacak ve kéklerin kay-
bolmas: tehlikesi dogacaktir.

Ornek 14. sinz — 2cosz = 2 denklemini ¢OZU-
ntiz.

Cozlim. Yarim agimin tanjantlarmi kullanarak
su denklemi elde ederiz:

2tang  2(l-tan’%)
I+tan® £ 14tan®L

Buradan da, tan £ = 2 ve z = 2arctan 2 + 2n7,
n=0,+1,42 ..., bulupur.

Fakat - yukandaki ¢oziim- kiimesi, - tiim
¢oziimleri igermez. = Kolayca kanitlanabilecegi
gbi z = 2n+1r; n = 0,:£1,42, ... aglan
da ¢Oziimdiir.. Yanm agmm tanjanti kullan-
makla bu ¢oziimleri kaybetmis olduk. Ilk denk-
lemin, «’in tim degerleri icin anlamh olmasina
ragmen, ikinci denklem yalmizca tan(z/2) an-
lamh iken, yani z # (2n + )v oldufunda an-
lamh olur. .~ O halde ikinci denklemi anlamsiz
kilan bu degerlerin, ilk denklemin kékii olap ol-
madiklarmm kontrol edilmesi gerekir.

KAYNAKCA

[1] Y. Aksoy, Trigonometri, IDMMA, No 102,
istanbul, 1972." ‘

[2] P. Aubert, G. Papelier, Liseler Igin Cebir Tem-
rinleri: Ikinci Derece Denklemlersi, 1960.

[3] N. Cahskan, Cebirsel Denklemlerin Kokleri,
Matematik Diinyasi, 4, say1 3, 9-13 (1994).

[4] G. Dorofeev, Elementary Mathematics; MIR,
Moskova, 1973.

[5] A.O. Gelfond, . Denklemlerin Tam Saydlarla
Cozilmesi, Tirk Matematik Dernegi, No: 8,
Istanbul, 1962. )

BET S
LV



