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Nurettin Ergun

1. Amacg

Matematikteki temel ve 6nemli kavram ve
yontemlerin pek ¢ogu gercel (= reel) sayilarn
ana ozelhklerinden soyutlama ve genellestirme
yoluyla elde edilmistir dersek hi¢ abartmus ol-
may1z.. Gergel sayilarin kesin, saghkh ve eksik-
siz ingalarima ulagmak matematigin ylizlerce yihm
almigtir. Bu nitelikteki insalara ancak 1870’1
yilarda. Heine, Dedekind ve Cantor gibi. usta
matematikgilerin. ¢abalariyla ulagilmigtir.  Peki
gergel sayilar nedir?  Gergel sayilar hergeyden
once tam siralanmg, degigsmeli bir Argimet cis-
midir. Yani gergel sayilar kiimesi R tizerinde
degismelilik ozelligine sahip ¢arpma ve toplama
islemleri tamimbhidir ‘ve bu iglemler cisim ak-
siyomlarim  gergeklerler. Okuyucunun' cisim
adi verilen cebirsel yapiyr az ¢ok tamidigimi
varsayiyoruz. Sonra R kiimesinin carpma ve"
toplama iglemlerine gore kapah olan oyle ozel
bir RY altkiimesi vardir ki, her bir ¢ € R igin
yvaz € R¥Y, ya z = 0, ya da =z € Rt
bagdasmaz durumlarindan birisi gegerlidir.” Bu
ozel altkiimeye pozitif gercel sayilar kiimesi denir.
Ancak ve yalmiz ¢ — y bu kiimeye ait oldugunda
y < x yazhr. Dikkat edilirse ya z < y,
va r =y, ya da y < z gerceklesecek, bagka
bir deyigle farkl iki gergel sayidan birisi mut-
laka digerinden “biiytik” olacaktir.” Bu bicimde
tanimlanan biiytklik kicikhik iligkisince belir-
lenen siralamaya dogrusal siralama ya da fam
siralama denir. Ancak # = y ya da z < y
gecerliyse z <y yazihr. Ustelik herhangi bir
z € Rt i¢in @ < n olacak bigimde bir n dogal
sayist vardir. Bu son 6zellige de gercel sayilarin
Arsimet ozelligi-denir. Peki bu cebirsel dzellikler
gercel sayilar olaganiistii 6nemli kilmaya yeterli
midir? Hayir! Onu gergekten olaganiistii ya-
pan bu yamda kisaca deginilecek olan dokuz
temel ozelligidir. Bu temel o6zelliklerin matema-

- tiksel mantik agisindan timiiyle egdefer olduk-
larine kamitlamak bu yazinin amac: olacaktir. Bu
vaziyl, ornegin a < b ve ¢ € Rt ise ac < be
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gerceklendigini kanitlayabilen ve kavrama. istegi
ile okuyan her okuyucu kolayhkla kavrayacaktir
inancindayiz. Simdi bu temel 9 ozelligi goriip
tamimadan once bazi hazirhklar yapalim.

2. Hazirhk

{1,2,3,...} dogal sayilar kiimesine N
diyecegiz. g — € < & < g + € esitsizliklerini
gergekleyen tim z gergel sayilarimin kiimesini
her zaman oldugu gibi (zo — €, 2o + €) igaretiyle
gosterecegiz. Bu kiimeye zp gercel sayismin
e yaricapl agik dolay: ya da agik komsulugu
denir. Bu dolay1 bu yazda D(zo,¢) isaretiyle
gosterilecektir. R kiimesinin bir A altkiimesine,
ancak ve yalmz, her elemaninin uygun bir agik
dolayim1 kapsayabiliyorsa a¢ik kime denir. O
halde R kiimesinde bog olmayan herhangi bir agik
kiimenin sayilamagz sonsuz elemam vardir, neden?
R\ A tiimleyen kiimesi agik kiime ise ancak bu
takdirde A kiimesine kapal kime denir. (a,b)
ve (a;00) seklindeki arahklar, a < b ne olursa
olsun a¢ik kiimedirler. Gergekten z € (a,b) ise,
€z < min{z — a,b — z} gercekleyen pozitif e,
gercel sayisi sayesinde a < 2 —e, < z+ €, < b
ve dolayisiyla D(z,e,) C (a,b) gergeklendigini
kolayca gorebiliriz. y € (a,00) ise &6y < y—a
gergekleyen pozitif 6, sayesinde a < y— 6, <y+
6y ve sonunda D(y,é,) C (a,00) bulunur. Gerek
[0,1) arahg, gerekse (0,1) arahgindaki tim ras-
yonel sayilarin kiimesi ne agik ne de kapalidirlar,
neden? Peki acaba {0,1, %, %,...} altkiimesi ne-
den kapahdir? Cilinki tiimleyeni olan

(ce00)U [ ] ( ! 1) U (1, )

n=1 n+1 n

kiimesi ‘acgiktir, peki neden? Evet hakhsimiz,
herhangi sayida agik kiimenin birlesiminin acik
oldugunu kamtlamak gii¢ degildir.  (—o0,qa)
arahginm agik ve dolayisi ile tiimleyeni (—oo, a)U
(b,00) agik kiimesi olan [a,b] arabgimin kapali
oldugunu gozlemek de kolaydir. &* = min{e, 6}
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olmak uzere daima D(z,e*) C D(z,¢) N D(z,8)
oldugunda iki agik kiimenin kesigiminin de agqk
oldugunu kolayca gozlemleyebiliriz.  Bir takim
actk kimelerin olugturdugu bir G ailesine, an-
cak ve yalmz 4 C U{G : G € G} kapsamas
gegerliyse, bagka bir deyigle her a € A i¢in a € G
gergeklenecek bigimde bir ¢ € G bulunabiliyorsa,
A kumesinin bir agik ortiligd denir. Ornegin ko-
layca gozlemienebilecegi gibi
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agtk arahk -aileleri sirasiyla (0,1) ve E =
{1, -é—, %, ...} kiimelerinin birer agik ortiligtdiir.
Oysa yine kolayca gortilebilecegi gibi G ailesinin
uygun sonlu sayida iyesinin  (0,1) arahifim
“Crtebilmesi” olanakh -degildir. Aynen G*
ailesindeki hicbir sonlu iiyeli altaile E' kiimesini

ve

“ortemez.” Her acgik Ortiiliglinden se¢ilmis uy--
gun sonlu sayida iye ile értiilebilmeyi bagaran bir’

altkiimeye #ikiz kime (= kompakt kiime) denir.
Demek ki (0,1) arahg ile {1,1,%,...} kiimesi
tikiz degildir. Dikkat edilirse :

R=(=1,1)U(=2,2) U(~3,3)U---

gecerlidir; dySa safg yandaki agk arabiklarn

yalmzca sonlu tanesi ile 'R kilmesini Srtmek
olanakli  degildir. = Demek ki R kiimesi de
tikiz degildir. Peki hangi altkiimeler tikizdir?
Bekleyelim!  Bir zg gercel sayisina, ancak her

0 < ¢ igin (g — &,20 + €) agk dolayinda A

kumesinden sonsuz tane eleman bulunabilirse, A
kumesinin bir y1dilma nokias: denir. Her dolayda
A kiimesinden sonsuz tane eleman bulunmas:
koguluyla her dolayda A\ {zo} kimesinden en
az bir eleman bulunmasi kogulu, belki sasirtica
gelebilir ama, esdeger kogullardir. Bu esdegerligi
gostermeyecegiz. Bu dnermenin tersinin dogru ol-
mast gerekmez. Ashinda bir gergel sayilar dizisinin
yigilma noktalar, o dizinin yakinsak olan tiim alt-
dizilerinin limit noktalaridir. Sdz gelimi a, =
(—1)" dizisinin yigilma noktalari z = ~1 ve z =
1’dir; oysa. {a1,as,as,...} = {~1,1} kiimesinin,
yukarida anlatilan nedenlerden otiirdi hig yigilma
noktasi yoktur. ~Tium elemanlar1 birbirinden
farkh bir {a,}5%; gercel sayilar dizisinin tim
yiguma noktalart ile {ay;as,as,...} kiimesinin

yigilma noktalart ise tastamam. aymdir.. Okuyu-
cunun, ancak bir ve yalmiz bir y1gilma noktasma
sahip olan bir gergel sayilar dizisinin yakinsak
olabildigi gergegini bildigini varsayiyoruz. Bu
ve benzeri bilgiler icin [1]e bakilabilir. Aym
yazda supremum ve infimum kavramlan da
tammlanmaktadir. Dikkat: Herhangi bir K ka-
pali altkiimesinin tim yigilma noktalar zorunlu
olarak K kiimesine ait olurlar; ¢linki R\ K
acik kiimesinin tiim noktalarmm, K kiimesi ile
ayrik olan, yani R\ K tarafindan kapsanan, en
az bir agik dolay: vardi, amimsadik degil mi? Son
olarak, [a,b] seklindeki bir aralk tarafindan kap-
sanabilen bir altkiimeye gercel sayilarda sinirl
kime denildigini belirtelim. Yukarida sozli gegen
E kiimesi sozgelimi smirhdir, neden? Simdi de
birkag temel esitsizligi kisaca elde edelim. n € N
ve z,y € R ne olursa olsun gecerli olan
:En e yﬂ —

(=)@ " Pyt 4y

ozdesligini gostermek ¢ok kolaydir; sag yandaki
ikincl parantez igindeki tiim terimleri once z ile
sonra —y ile carpip gerekli kisaltmalari yapmak
yeterlidic. Hem z ve hem de y sifirdan farkh
olduklarinda, sozi edilen ikinci parantez iginde
toplama katilan terim sayist n’dir.- O halde z
pozitif gergel sayist ve n € N ne olursa olsun. -

n<(A+2)" P+ (1+e)" 24 (1 +2)+1
oldugundan, yukardaki 6zdeghk nedeniyle kolayca

(I4z)*~1=(1+z)"~-1"=
a((l+2)" "+ (1 +2)" 7+ 4+ (1+2)+1)
ve sonugta inli Bernoulli egitsizligi
IT+nz<(1+2)" (z e RY)

elde edilir.! Dikkat edilirse dzellikle z = 1 alarak

'n < 1+4+n < 2" bulunur. Benzer bicimde ayni

ozdeglik ve benzer digtincelerle 0 <z < 1 igin
énce 1 —(1—z)" < nz ve dolaymsiyla 1 — nz <
(1 — )" gecerli oldugunu gorebiliriz.  Tki terim-
Iinin aghm bagmtis: olan ’

(z+y)" =

n n ,n—il Y n-2,2 N\
4 (1) () ()

! Bu egitsizlik aslinda '—1 < z gergekleyen tiim & gergel sayilari igin gegerlidir.



ve onun kolay bir sonucu olan

ot ()

sanyoruz ki okur tarafindan bilinmektedir.

3. deuz Temel Ozellik
(1) Dedekind kesim 6zelligi: R kiimest, ik-

isi birden bogtan farkli ve her @ € A ve her
b € B igin a < b gerceklenecek bicimde A ve
B altktimelerinin birlegimi ise; ya .

A:(—OO,‘)’], B:(’)’,OO),

ya da

A= (~00,7), B =y,00)
gergeklenecek bigimde (kesim sayisi adimi alan)
tek bir v gercel sayis1 vardir.

(2) Supremum 6zelligi: R’nin bogtan farkl
ve tistten sinirh her altkiimesinin (tek) bir supre-
mumu vardir. ;

3 Infimum o6zelligi: R’nin bogtan farkh ve
alttan sinirlher altkiimesinin (tek) bir infimumu
vardir.

(4) Baglantihihk ozelligi: R kiimesinde hem
agitk hem kapali hig bir 6zaltkiime yoktur.

(5) SMDY &zelligi: R kiimesindeki her
smirli monoton dizi yakmsaktir.

(6) Heine-Borel ozelligi: R kiimesinde ka-
pali ve sinirlt her arahk tikizdir. '

(7) Bolzano-Weierstrass 6zelligi:  Sonsuz
noktal her sinirh gergel sayilar kliimesinin en az
bir y1gilma noktasi vardir.

(8) Cantor azalan araliklar ozelligi: Her
€N igin [ant1,0n+1] C [an,bn] gergekleyen ve
uzunluklan sifira yakinsayan herhangi bir kapah
ve sinirh araliklar dizisinin kesigim kiimesi tek el-
emanlidir.

(9) Tamhk Ozelligi:
Cauchy dizisi yakinsaktir.

R kiimesindeki her

4. Egdeéeflik Kanmitlamasi

Yukaridaki dokuz 6zellik birbirlerine es-
degerdirler. Kanitlama (1) = (2). & (3) =
(4) = (1) ve (2) = (6) = (7) = (5) = (1) gerek-
tirme- zincirleri gosterilerek yapilacaktir. (2) =
{8) = (9) = (2) gerektirme zinciri ise, Cauchy
dizilerine -ait temel bazi bilgileri elde etmek bu
yaziyi uzatacag icin yapilmayacaktir.
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(1) = (2): Bogtan farkh ve iistten smirh
herhangi bir A C R altkiimesinin kesin ist
sinirlar kiimesi olan

{zreR:hera€ Aigina< z}
={zeR:AC (~o0,z)}

kiimesi U, ile gosterilsin. zo gergel sayisi A
kiimesinin bir ist smir ise 1 + zp gergel sayisi
Us kiimesine aittir. A N Uy = 0 nedeniyle
0 # A C R\ Uy ve tistelik her y € R\ Uy
ve her # € Uy igin y < z ger¢eklendigi ko-
layca goriilebildiginden, (1) 6zelligi nedeniyle bu
pargalamigin vy gibi tek bir kesim sayisi vardir.
v = sup A olur, neden? Ciinkii ister R\ Uy =
(—00,7) ve Usa = (y,00), isterse R\ Uy =
(—00,7) ve Usx = (7,00) gergeklesmis olsun,
her a € A i¢in-a < v gergeklendigi ve herbir
0 < € igin v —¢ & Ugx nedeniyle v —¢ < a.
gergekleyen: bir a. € A elemannm -varhg ko-
laylikla goriilecektir. Bunlar v = sup A demektir,

(2) & (3): Alttan simrh ve bog olmayan
bir A C R altkiimesi igin ~A = {—a:a € A}
kiimesinin bos olmadigini, tistten sinirh oldugunu
ve —sup(—A) = inf A gerceklendigini gormek
giig degildir. Ashnda (2) ve (3) ézellikleri denkftir,
neden?

(3) & (2) = (4): A # R altkiimesinin
hem agik hem kapali oldugunu varsayalim. Bir
zo ¢ A gergel sayist var oldugundan, her a € A
icin ya a < =z, ya da'my < a gerceklesir. O
halde A = (AN (~0o0,z0)) J{(z0,00) N'A) olur.
AN (—o00,z0) kesigim kiimesi bog olmak zorun-
dadir. Apagktir ki zg gercel sayisi ile ustten
simirh olan bu acik kiime bos olmasaydi, (3) &
(2) ozelligi nedeniyle a = sup(A N (=00, o))
supremumu var olacak, o < zo gergeklenecek ve
iistelik o gergel sayis1 A’min bir y1gilma noktas:
olacakti; ¢iinkii her 0 < ¢ igin a—¢ < a. < zg ve
dolayisiyla o —¢ < a. < «a gergeklenecek bigimde
bir tane (ashnda sonsuz tane) a,; € A vardir, ne-
den? A kapah oldugundan o € A ve sonugta
a < zp bulunacakti. O halde A agqk oldugundan
D(a,8) C A gergekleyen 0 < §o vardir. Simdi

a < y < min{zg, @ + 6o}

ger¢ekleyen y gercel sayist igin

Yy € [, @+ 8o] N (—00,29) C AN(—00,%0)

nedeniyle 'y < o celigkili sonucu dogacakti.
Tiimiiyle benzer diigiincelerle (zg, c0)NA kesigim
kiimesi bog olmahdir. Sonugta bunlarin birlesimi
olan A bos olmak zorundadir. Demek ki R’nin
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bos olmayan higbir 6zaltkiimesi hem acik hem ka-
pali olamaz.

(4) = (1): Bostan farkh A ve B
altkimeleri (i) R = AU B ile (ii) her a € 4
ve her b € B icin a < b kogullarim gerceklesin.
Her @ € A igin (-oc0,a) C°A ve her b € B
igin (b,00) C B gerceklendigi apacikt. Bu
parcalamigin bir kesim sayis1 tanimlanamasayd,
ozellikle herbir a € 4 igin a < z, gercekleyen en

~az bir z, € A var olurdu, neden? Benzer olarak
herbir b € B icin y, < b gercekleyen bir g € B
var olurdu.

bg = 7 ve b = b 26b |
yazihirsa her @ € A ve her b € B i¢in D(a,6,) C
A ve D(b,6;) C B.gergeklesirdi. Sonucta A ve
B kiimeleri agik (ve birbirlerinin timleyeni olduk-
Ia,rmdan) ayni zamanda kapali olurlardi. Bu (4)
ozelligine aykiridir.
(2) = (6): [a,b] kapah ve sinirh arahg
= {Gy : @ € I} agk kiimeler ailesi
tarafindan Grtilsiin.  Ancak ve yalmz bir z €
[a,b] gergel sayisi icin [a,z] aralig bu ailenin
sonlu tane uygun iiyesi tarafindan ortiilebiliyorsa
r € A yazilsm. Amacimz b € A gostermektir.
Boyle tammlanan A kimesi bog degildir, ¢linki
“a € Gy, olacak bigimde bir ap € I indisi ve
Gy, kiimesi agik oldugundan D(a,8,) C Gg,
gerceklenecek bigimde 0 < §, vardir. (a,a+6,) C
A kapsamasi apagiktir. A C [a, ] ve (2) ozelligi
nedeniyle ¢ = sup A vardir ve @ + % g <h
olur. ¢ < b olsayd1 ¢ € Gm gergekleyen pozitif

€g sayesinde
ner3] = fne-2Jul
[2, 0] U Ga,

Il

e

IN

elde edilirdi. Burada, supremum tammi geregi
var olan yp € A eleman:

&
a<§‘"22<yo<§=sup/1

gerceklemektedir. Sonugta [a,§ + 2] arahg G
ailesinin sonlu tane iiyesi tarafindan ortilebilir
oldugundan £ + %2 € A ve 4+ <supd =¢
celigkisi dogard. Demek ki hem § = b ve hem de
b € A gerceklenmesi gerektigi artik anla§111rn§t1r
nasil?

(6) = (7): Sonsuz elemanh A CR
altkiimesi A C [a,b] gergeklesin. A kiimesinin
hi¢ y1gilma noktasi olmasaydi her # € A igin dyle
bir e, € R olurdu ki (D(z,e,)—{z})NA =0 ve

dolaywsiyla D(z,e,) N A= {z} gerceklenir. [a,?]
kapah ve sinirh aralifs tiim bu [z —eg, z+¢,] agik
arahiklar ile R\ A agqk kiimesinin (bu kiime ne-
den agiktir?) olugturdugu aile tarafindan ortiiliir,
nasil? Oysa bu ortiliigiin herhangi bir iiyesi A
kiimesinden en fazla bir eleman kapsadigindan
bu ailenin sonlu sayida tyesinin [a,b] arahgin
(ve sonugta A kiimesini) ortmesi (6) hipotezine
aykiridir. Demek ki A’nm en az bir y1gilma nok-
tasy var olmalidir.

(7) = (8): {an}.; gercel sayilar dizisi
monoton {6rnegin monoton artan) ve sinith olsun:
Ohalde a1 < ay <~ <ap < appr < < g
gergeklegir. Bu dizinin tiim elemanlarinin kiimesi
A = {ay,a3,.:.} apagktir ki A C [ay; ag] ne-
deniyle sinirhdir. Eger A kiimesinin sonsuz ele-
mant varsa (7) ozellifi nedeniyle ‘A kiimesinin var
olan yigilma noktasi {a,}%%, dizisinin yigima
noktas: ve ashinda limit noktasi olur, neden? A
kimesinin yalmzca sonlu tane elemani varsa, her
n > ng igin a, = a,, gerceklenecek bigimde bir
ng dogal sayist vardir ve dizi elbette Un, gercel
sayisina yakmsar.

(5) = (2): Ustten smurh ve bog olmayan
A C R altkiimesinin elbette zq gibi bir kesin iist
smirt. vardir. Simdi ap € A alinsin, sabit tutul-
sun ve 0 < & = ®p — ap yazisin. Uz her zaman
oldugu gibi A nin kesin iist smirlarmin kiimesini
gostersin.

Her n € Nigin - 2pyy <ap < 2o,

: )

tn €Ua ve zp——¢Uy (%)
gercekleyen bir {z,}5%; kesin dst smrlar di-
zisinin - varhm timevarimla tamrnlayabilimz
[a,o,xg} a;rahgmm orta noktast 1(zo + ap) € Uy

ise &1 = 2(;1:0 + ag), yok eger s(zo+a0) € Ua

ise &1 = xy tammlansm. Kolayhkla z; < =z,

z1 €Uy vex ~'% ¢ Uy gergeklesir. () kogullan
gerceklenecek sekilde ®1, %9, .0 ., 2, tammlanms
olsun. [z, ~ 555;, zn] araligmin orta noktas: olan
%(2% — 5‘%) = z, — 5,:% eger U4 kiimesine
aitse Tpp1 = Tp — —z—né_ﬁ; ait kdegilse Tagl = Zn
tamimlansin. Yine kolayca z,41 <'#ny Znyr €
Ua ve zpy1 — ﬁ‘-s:;—l- & Ua gozlenecektir. Mono-
ton azalan {2}, dizisinin (5) 6zelligi ile varlyg
guvence altina aliman £ = limy,, o5 @5 limit nok-
tasi, £ = sup A gercekler; gijhk{ikher a € A
ve her n € N igin ¢ < z, nedeniyle kolayca
a < limy o 2, = £ gegerlidir ve lstelik 0 < ¢
vemldlgmde Argimet ozelligi nedeniyle var olan ve
; < n gergekleyen n € N yardimiyla -2 s E Ve



f—e<lCn—e<zn— 7% Ve Tn — & ¢ Ua ne-
deniyle £ e < &y — 2% < a,-olacak bigimde bir

an € A var olmak zorundadir.

5. Uyan ve Bir Uygulama

Gergel sayilarm Dedekind' kesim ozelligi
gergeklenecek bigimde bir ingast ilk kez biiyitk Al-
man usta Richard Dedekind tarafindan 1872'de
verilmigtir. = Dolayisiyla gercel sayilar (i) tam

siralanmug, (i) - degigmeli, (iii) Dedekind ke-

sim. ozelligine sahip, bir (iv) Arsimet cismidir.
Sonugta R kiimesi i¢in (1) ozelligi ve dola-
visiyla yukandaki tiim - dokuz &zellik gecerli-

dir ve yukanda verilen egdegerlik kamtlama-

si,-ayni zamanda -bu ogelliklerin. R  kiime-
sindeki gegerliliklerinin' kanitlamas: olmaktadir.
Simdi supremum ozellifinin basit fakat olagan-
isti Onemli bir uygulamasim gérelim: Kokli
degerlerin (radikallerin) varhi!

Onerme. 0 < a gergel sayist ve n sabit dogal
saysi verildiginde &™ = a gercekleyen (tek) bir
pozitif ¢ gercel sayist vardir.

Kamitlama. E = {yeR:y" < a} kiimesi
bos degildir, ¢iinki 0 € E’dir. Arsimet Szelligi
nedeniyle & < ng gercekleyen ng dogal saysi igin
(B < == < @ nedeniyle ’n% € E gerceklesir.
O halde Bernoulli esitsizligi yardmuyla 0 < 2z =
sup £ < 1+ a gecerlidir, neden? Amacimiz 2" <
a ve a < x" gergeklenemeyecegini kamtlamak
olacaktir. z" < a gegerli olsaydi, Argimet ozelligi

fle 22004t ger¢ekleyen m € N var o

a—g™

olur ve sonugta

(+2)

It

.xnu+‘ n xn~1l+ n\ pn=2
o\l mo U \2) m2

Analytic
Geometry
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+...+<z)$_
< 2 B0 ()
(M)

no__ n-1
o oy @D

nedeniyie 2+ L <supE =z celiskisi dbgardl.
Eger a < 2" olsayds, bu kez de 2+ ';ﬁn__; <N
gercekleyen N € N sayesinde

(wf;[)n:m“<l——]%£)n2x“(l-1—v%) >a

oldugunu gdzleyerek, supremum tanim geregi var
olan uygun bir y € E yardimiyla a < (z—4)" <
y" ve sonugta y & E ¢eligkisi dogardi. Demek ki
z" = a ger¢eklenmelidir. Varligi kanitlanan bu
pozitif z gergel sayis1 apagiktir ki tektir ve Wa
isareti ile gosterilir.

Not.  Dedekind’in ingasim 6grenmek isteyen
okuyuculara agagidaki iki kitab1 sahk veririz. [2]
bir klasik, [3] daha ¢agdagdir.
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