Emre Alkan *

Bu yazida rasyonel kok teoremini ele

alacafiz. /2 sayisimin irrasyonel oldugunu he-
pimiz bilmekteyiz. Daha genel bir sonuc sdyledir.
N bir saymin m kuvveti degilse /N ir-
rasyoneldir. Tersine N = %, (a,b) =1 olsun
NbB™ = a™, @™ ’in asal carpanlarindan herbirinin
kuvveti m ile bolinir. Dolayisiyla N ’nin asal
carpan kuvvetleri de m ile bolinmelidir ki bu
miimkiin degildir. /N sayismm z™ — N = 0
denkleminin bir kokii olduguna dikkat edelim.
Teorem: (Rasyonel K6k Teoremi) c;,

t = 1,2,---,m tamsayr olmak tzere z™ +
c1z™ 4+ ...+ ¢, = 0 denkleminin her kokil

ya tamsayrya da irrasyoneldir.

Kamt: z = §, (a,b) =1 ve b > 1 denk-
lemin bir koki olsun. ™4 oepba™ ¢
Cm-10™"Ta4+b" ey = 0 elde edilir ki kolayca bja™
olacagi gikar. b > 1 ise plb seklinde bir p asal
sayist bulunabilir. pla™ ve pla elde edilir ki bu
(a.b) = 1 olmasiyla ¢eligir. Dolayisiyla kokler ya
tamsayl ya da irrasyoneldir.

Simdi  teoremin kullanihgimi sergilemek
amaciyla uygulamalar yapacagiz.

Problem: f(z) rasyonel katsayili, dere-
cesi en az 2 olan bir polinom olsun. Her n > 1
i¢in, f(any1) = an olacak bicimde a, rasyonel
say1 dizisi var ise her n > 1 igin a,4; = a, ola-
cak §ek11de bir k > 1 sayisinin varligini gésteriniz.

Once a,, dizisinin sinich oldugunu gorelim.
f(z)’in derecesi en az 2 oldugundan, |z| — oo
iken ]—K—ll Lfl%)—l — oo yazilabilir. Su halde
lai] < M ve |z| > M ig¢in |f(z)| > |z| olacak
sekilde bir M sayisi bulunabilir. Herhangi bir
n > 1 igin |a,| > M ise lan_1] = |f(an)| >
lan| > M ve bu yinelenerek, |a;| > M celigkisi
elde edilir. Dolayisiyla her n > 1 icin |d,| < M
olmahdir. o

Simdi- ap, dizisinin sonlu sayida farkl te-
rimden olustugunu gorelim. Bunun igin, her

n 21 ve a, terimi hakkinda Na, tamsay: ola-

cak gekilde bir NV sayisi bulacagiz. N sayismin ne
olacagini kestirmek gligtlir. Bir tiimevarim kanit:
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digiindigiimizden tiimevarim adimni ele alahm.
Yani Na, bir tamsay1 olsun. Nanq,’in f(F) —
a, polinomunun bir kékii oldugu aciktir. b; ler ve
¢ uygun tamsayilar olmak lzere, f(z) = (byz* +
by 1a7k_1+ bo)/c’ seklinde yazﬂablllr cf(%) =

b+ bem1fr o bo ve SEf(E) =2k 4
bk_lnxk 1+"'+Tk' Su halde N say1sl by ‘nin
bir tamkat: olacak gekilde secilirse, Cé\ik {f(&% -
a,} tamsayi katsayih monik bir polinom olur.
Rasyonel kok teoremi ile Nay,4;’de bir tamsay:
olmalidir. Boylece tiimevarim adim tamamlanir.
Tumevarimin baslangici igin a; = ¢ ise N = bby
se¢mek yeterli olur.

Boylece sunu elde ederiz. Sonsuz tane
m; sayilari i¢in, @m; = am,4k, olacak sekilde
en kiigiik bir k; > 1 sayis vardir. Kolayca
@my Omyss s Gmiy,,_; berimleri farkhdir. Sonlu
tane farkh terim oldugundan, sonsuz tane m;
sayllarl i¢in @m; = am 41 ve k > 1 olacak sekilde
bir k& sayis: vardir. Rasgele bir a, alalim m; > n
olacak gekilde bir m; alirsak, Am; = A, olur.
Bu esitligin her iki tarafina yeteri kadar f uygu-
lanirsa, istenen a, = a, ., elde edilir.

Teorem: (i) n pozitif tamsayis1 icin,
cos = sadece n = 1,2,3 iken rasyoneldir (ii)

sin = ise sadece n = 1,2,6 iken rasyoneldir.

Kamt: P,h(z), m = 1,2,--- polinom
dizisini g0yle tanimlayahm.  Py(z) z — 1,
Pyz) = 22— 2z—~1ve m > 2 igin P,(z) =
2Ppn_1(2)= Pp2(2). Timevarimla, Pn(z+13) =

z—zmm(:—;_"l‘—)— oldugunu gorelim. m = 1 ve m = 2

icin kolaylikla esitlik saglanabilir. Tiamevarim
admm igin, Pn(z 4+ 1) = (z + L)Pu_i(z +
1) ~ Pp_s(z + 1) yazilabilir. Pm 1z + 17)

ve Pp_o(z + ) i¢in tiimevarim hipotezleri yer-
ine konursa, sav kamtlanmig olur. Simdi yeni
bir @ (z), m = 1,2,--- polinom dizisini sdyle
tammmhiyahm. Q(2) = 2+1,Q2(2) = 224-2—1 ve
m > 2 i¢in Qm(2) = 2Qm—1(2) — Qm-2(2). Ben-
zer sekilde timevarimla, @, (z + l) = -—%

oldugu gorulebI ir. Sundi m > 1 igin P, (z) =




0 ve Qmn(z) = 0 denklemlerinin koklerini bul-
maya, ¢abgacagiz. Kolayca P,(z) ve @ (z) nin
z’ye gore m derece monik polinomlar oldugu
goriilebilir. . Dolayisiyla Cebrin Ana teoremine
gore €’de m tane kok vardir. Eger z, m%

0’ saghyorsa, z + %, Pn(z) = 0 denkleminin
bir kokudir. Kolayca, Pp(z + 1) 0 denkle—
-punin tim kokleri, z = cos Zﬂ";’j_l + isin 52t 2m+1,
k=1,2,--.,2m olarak verilir. Boylece z + i =
2cos2—7f;—:_—1«, k =1,2,---,2m olur. Simdi sunu
gozleyelim. Eger z, Qm(z+ L) = 0 denkleminin
bir kokil ise —z de Pn(z+ ) = 0 denkleminin
bir- kokiidiir. . Boylece Qm(z + 1) = 0 denkle-

minin tim kokleri, z = cos 25311 4 ¢sin 2’:511,
k=1,2,---,2m ile verilir. z + i = 200355%%,
k= 1,2,---,m olur ki béylece Q,(z)

denkleminin m kéki z = 2cos 2;?,’;4’_'1, k=
1,2,---,m olarak belirlenir.. —z = 2cos(r -
;ﬂl), degerinin - kolayca P, (2) 0 denk-

leminin bir kéki oldugu goriilebilir. Boylece

P(2) = 0’ tiim kdkleri 2 cos L——l—zm;'1+fk Tk =
‘ 2k—1
1,2,---,m veya egdeger olarak 2cos ‘5", k=

1,2,--+,m geklinde elde edilir. %k = 1 alalhm.
Boylece 2cos 5755, Pm(2) = 0’ bir kokiidiir.
P,(z) tamsayr katsayilr ve monik bir polinom
oldugundan, rasyonel kok teoremi ile 2 cos 5"~ +1
ya tamsayidir ya da irrasyoneldir. Tamsay1 ise
ancak 2cos 5o = 1 olabilir. Buise n = 3 ha-
lidir. cosw ve cos § ’'nin rasyonelligi agiktir. Her
n > 3 tek sayisiigin, cos = ’in irrasyonel oldugunu
gordiik. n = 2Fp 2’(7' ve k >1 olsun €oS 3=

rasyonel ise, Zcos 2’° =1 = cos 5%y~ "de rasyo-
nel olur. Boylece devam edilirse, cos Z rasyonel
olur ki » tek oldufundan bu mimkiin degildir.

Burada » = 1 ve r = 3 durumlarmu ayrica
ele almak gerekir. r = 1 igin n = 2% olur.
cos 5r rasyonel ise, 2cos® F — 1 = cos%’de

Boylece devam ederek, cos i =

‘/_ degerinin rasyonel olacagl elde edilir ki bu
mnmkun degildir. r = 3 icin, n = 2%3 olur.
Benzer gekilde, cos 555 rasyonel ise cos & = @
degerinin rasyonel olacagi elde edilir ki bu da
miimkin degildir. Boylece (i) kamt!anrms; olur.
(1) kismini kanitlamak igin, sin L sayilarin ele
]ahm n= 2k, 24r, k> 2 ve r> 3 olsun.
sin 5% rasyonel ise cos zZ = 1 — sin” 557 rasy-
onel olur. 'k ~12> 1 ve r > 3 oldugundan bu
mimkiin degildir. k¥ = 1 ise n = 2r olur. » > 3
i¢in kolayca geligki elde edilir. r =1 ve r = 3 icin
sin 7 ve sin & rasyonel olur. Ote yandan r = 1
ise n.= 2% olur. k = 1,2 halini biliyoruz. k > 3

rasyonel olur.

kabul edelim. sin % rasyonel ise, cos & = ¥%2’nin

rasyonel oldugu gikar ki bu yine mimkiun degildir.
Su halde n ¢ift ise sin T sadece n =2 ve n =6
hallerinde rasyonel olur. Simdi n. tek olsun.
k=1 alahm. Boylece 2cos 527~ +1 , @m(z) = 0in
koki olur. @Qm(z) tamsayr katsayili ve monik
bir polinom oldugundan, rasyonel kék teoremi

ile 2cos 2:1’;1 ya tamsayidir ya da irrasyonel-
dir. 2cos 27311 = 2 ise cos ’7137_17 = | mimkin
degil, 2cos 2m+1 = —2 ise cos ’n+l = —1 ve
2m + 1 = 2 mumkin degil, 2cos 3207 = —1 ise
m = 1 olur. 2cosm =11ise 2m+1 =6
miimkiin degil. QCOS'Z‘;LZ'%T = 0 ise 2m+1 =4

miimkiin degil. Dolaysiyla cos 2 (n tek) sadece
n = 1,3 iken rasyoneldir. Eger n > 3 tek sayisi
igin sin - rasyonel ise, cos & 2 =1 -~ 2sin? T ras-
yonel olur ki bu miimkiin degil. sinZ, n = 1 i¢in

- rasyonel ve n = 3 icin irrasyonel oldugundan (ii)

kanitlanmig olur.

Simdi bu teoremin geometrik bir uygula»
masini verecegiz.

Teorem: Kartezyen  duzlemde
yaricap uzunlugu rasyonel olan bir cember
uzerinde tiim kogse koordinatlar rasyonel
olan bir diizglin n-gen (n > 3) bulunamasz.
(n =4 harig)

Tersine tum koge koordinatlari rasyonel
olan bir n-genin varhgimi kabul edelim. Su
yardumci sonucu kullanacagiz.

Onerme: Koge  koordinatlari

(z1,y1)(22, ¥2)(23,y3) olan bir liggenin alany,
z oy 1

A=1%| 2y y» 1 | determinant: ile ver-
3 yz 1

ilir. Eger kose koordinatlar: rasyonel ise
alan da rasyonel olur.

Kanit1 okuyucu kolayca yapabilecektir.

Dizglin n-genin alani, sonlu sayida ve
herhangi ikisinin alanlan kesigmeyecek sgekilde
liggenlerin toplamu olarak yazlabilir. Tim kése
koordinatlar: rasyonel oldugundan, Lemma ile n-
genin alani rasyonel olacaktir.

R rasyonel olmak ¢emberin
yarigapi ise n-genin alani, msm?—’i ile veri-
lir. Kolayca sin <~ 2” "in rasyonel olmasx gerektigi
anlagilir. Bunun i 1§1n sin 2n" sayilarini rasyonellik
bakimindan inceleyelim. Su yardimer sonucu ele
alacagz.

Onerme: n > 3 ise, sin -27—;'- sadece
n=4 ve n = 12 iken rasyoneldir.

Kanit: n cift ise n = 2m, m > -2
geklindedir. sin%f— = sin - olur. Teorem kul-

uzere,




- sadece m = 2,6 iken rasyonel

vlece, sin 2 n = 4,12 iken rasyonel

231

s 227
rasyonel ise, cos =L =
Kolayca her & > 2
o8 3;1 rasyonel olur. k = ¢(n) alahm. Eu-
eoremi ile, n!2¢<n) -1 olacaé;mdan, cos L =

1 tek olsun. sin =%

in? %; rasyonel olur‘

0, =

[

= vadacos T = — cos 2T elde edilir. cos =
22,3 d1§mda 1rrasyonei oldugundan geh§k1
‘%Ezr n > 3 oldugundan, n = 3 haline ayrica

rsa, sin ,2_75 = % olarak irrasyonel olur.

Su halde Onerme ile, n = 4 ve n = 12 hal-
sinda teoremimiz kamitlannug olur. n = 12
in su yardimer sonucu ele alacagiz.
Onerme: Kartezyen diizlemde kdge
koordinatlan rasyonel olan bir egkenar
figgen yoktur. ~ ;
Kanit:  Tersine oldugunu Var§aya11m.
er, (21, yl)a (CL’Z, yZ)} (£3, y3) olsun. Uggenin
1 rasyonel olur. Bir kenarn uzunlugu, ((z ~
(y1 — ¥2)?)% = a olsun. Alan, a®v/3/4 ile
fakat a®/4 rasyonel olacagindan, v/3’ln
rasyonel olmast gerekir ki bu miimkiin degildir.
Su halde koge koordinatlari rasyonel olan
{lizglin onikigen olsaydi, onikigenin uygun tg
ahnarak koge<koordinatlari rasyonel olan
kenar liggen elde edilirdi ki bu Onerme’ye
diiger. Teorem n = 12 iken de dogrudur.

3

4 halinde de teoremin tersine

n =

Analytic
Geometry

bir Srnek verelim. x? + y* = 1 cemberi
tizerinde (1,0),(0,1),(—1,0),(0,~1) noktalarm
almak yeter.

Problem: Bir n. > 2:sayisi igin oyle
ay,ag, -+, an gergel sayilar bulunuz ki, her 1 =
1,2,---,n i¢in a; irrasyonel olsun & > 2 igin,
arp = 2a’_, — 1 saglansin ve aiay---an rasyo-
nel olsun. m = 0,1,2,---,n — L icin, cos 22,L+1
sayilarimin irrasyonel oldugu gorilebilir.. Bu
sayilar, ax = Zak — 1 esitligini saglarlar. Ote

27)’1

yandan 77} cos = = olmak tzere ras-

1
PO ET)
yoneldir (Kanit okuyucuya birakmmgtir).
Yaziyr dikkat ¢ekici bir sonug ile bitirelim.
Onerme: «, 3 irrasyonel sayilar: icin,
of irrasyonel olmayabilir.
= V2, B = log /53 alahm. Ko-
layca of = 3 alarak rasyonel olur. Son
olarak [’mn irrasyonel oldugunu gorelim.
log 5 = ¢ ise, 3% = 2° olur ki bu ancak
@ = b =0 halinde mumkiin olur.
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