veren kisi,  kimimiz
icin Tosun, kimimiz i¢in Tosun Bey, ama
;ogumuz icin Agabeydir. Bu sayisi ile besginci
/agina basan Matematik Diinyasi da varhgmni
wym kisiye, yani ODTU Matematik Bolimi
>gretim  tyesi, Tirk Matematik Dernegi ve
[UBITAK Baskam Prof.Dr. Tosun Terzioglu’na
yorgludur. Bogazda bir yemek sirasinda
vakinlarna soyledigi. Matematik Dinyas: fikri,
yine onun. UNESCO’dan sagladigi yardim ile
yagama geg¢ebilmigtir.  Dagitimun ODTU’den
vapudigr ilk yillarda onu toplant1 salonunda
paketleme yaparken gorebilirdiniz.

Ulkemniz matematikgileri. arasinda en
uretken aragtirmacdarin  Oniinde yer alan
Terzioglu altmmsin iizerindeki ¢aligmasi ile 1971
vilinda Balkan Matematikgiler Birligi'nin geng
aragtirmacilara verdigi bagarm Odiilinid, 1974
yilinda TUBITAK Tesvik Odilint, 1986 yilinda
da aym kurumun Bilim Odiiliini hak etmigtir.

Newcastle ve Frankfurt Universitelerindeki
egitimi sonras1 ODTU’ye katilan Tosun Terzioglu,
gerek burada . gerekse bagka diniversitelerde
caligan - matematikgilerin = ¢ogunun  hocas:
olmustur ve onlara sadece matematik degil,
¢ogunun yagamla mucadelelerinde esin kaynagi
olan insanhk ogretmigtir. Bu diiglinceleri sadece
ODTU Matematik Bolimii ¢ahganlan degil,
ulkemizde ve yurt diginda Tosun™n tamyan
herkesin paylagacagim biliyoruz.

Unli matematik¢i S. Ulam, “Bir Mate-
matikcinin Seriivenleri” adh kitabinda matema-
tikcilerin gergeklerden kag¢mak igin matematik
yaptiklarini, dig diinyadan koparak, mutlulugu
bir ¢esit manastir olarak gordiikleri matematik-
te aradiklarim yazar. Ulam’a gore matema-
tik¢iler mutsuzluklardan kagmak icin matematik
ile kendi kendine yeter bir diinya kurduklarini,
bazilarinin ise bagka birgsey yapamadiklan icin
matematik. caligtiklarini soyler.

Bu yaziya admi

QOysa Tosun’u’

taniyan herkes bu goruglerin onun igin yan]@h@ina

katilacaktir. Zira O, ilke sorunlar ile her za-
man yakindan ilgilenmis ve bu baglamda, tstiine
diigen gorevleri fazlas: ile ve algakgoniilliliik ile
yerine getirmigtir. I§te bu yurtseverlik simdilerde
onun TUBITAK Bagkanhg: gorevini ylriitmesini
gerektiriyor. Kendi deyimi ile “bu gorevini daha
rahat yerine getirmek i¢in” 52 yaginda emekli ol-
mak istedi. Matematik Diinyasi'na gonil veren
bizler, O’nun bu kararmmn yarattigns buruklugu
artik hayatimizin bir pargasi haline gelen siz
okurlarimizla paylagmak istedik. = Sevdiklerim-
izin ¢ogu kez katilmadigimiz kararlarmi sirf on-
lara olan sevgi ve saygimizdan . sessizce kabul-
lendigimiz gibi O’nunkini de kabullendik. Biz-
ler, iki yildir kapali duran ofis kapisinin, eskiden
odasinda gahsirken tuttugu gibi yar1 agik gorme
tutkusu ile yagayacagiz.

kok ok

Son sayimizdan bu yana matematik dolu
ginler yagadik Ankara’da. Moskova’dan. gelen
A. Helemski ve Petersburg’dan gelen A. Veksler,
ODTU’de heyecan verici konugmalar yaptilar.
Dergimiz - yazarlarindan Bogazigi Universitesi

.Ogrencisi. Emre Alkan’m “Variations on Wol-

stenholme’s Theorem” adh aragtirmasi Ameri-
can Mathematical Monthly dergisinin Arahk 1994
sayisinda yaymmlandi. Dergimizin problemlerini
¢ozerek bir rekora dogru glden Kazakistanh Al-
mas Rimov aym basariy1 dgrencisi oldugu ODTU
Matematik Bolumi’nde de stirdiiriiyor. Geng
arkadaglarimizin bagarilar ile 6viintiyoruz.

Gegtigimiz yaym déneminde Matematik
Diinyasi’na katkida bulunan herkese tesekkiir e-
deriz. Bu doénemde yaz1 kurulunda yer alan
Mefharet Alpseymen Kocatepe ve Mahmut Kuzu-
cuoglu arkadaglarimiza yaptiklar degerhi katkilan
icin tegekkiir ederiz.




Yoksulluk Kader Degil

Bu dizinin son bolimiinde yoksulu kazan-
diracagiz. Kiiciik bir olasihkla da olsa, yoksul
kazanabilecek.

Iki oyuncu yazi-tura oynuyorlar. Ik yazi-
tura atisinda ortaya 1 lira konuluyor. Oyun-
culardan biri, diyelim birinci oyuncu, kaybet-
tikce ortaya koydugu paray: arttinyor, bir dnceki

iista kaybettiginin iki katim koyuyor. Kazan-
difindaysa ortaya 1 lira koyuyor. Ornegin ilk
augta kaybederse, ikinci atigta ortaya 2 lira ko-
-uyor. Ikincl atigta da kaybederse, ligiinci atigta
} ira koyuyor. Kazanana degin bu boyle siiri-
&:z Kazandiginda gene 1 lira ortaya koyuyor.
Sirinel oyuncu stratejisini stirdiirebildikce stirdi-
Surduremediginde, yani cebinde yeterli
rast kalmadiginda, oyun bitiyor. Bu dizinin ik
sinda, iki oyuncunun da sonlu parasi oldu-
nda oyunun uygulamada kesinlikle bitecegini
nitlamugtik.  Aym oyunu oynayacagiz. Ancak
tu kez ikinci oyuncurun sonsuz parast oldugu-
nu varsayacagiz (zengin oyuncu). Birinci oyuncu-
nunsa yalnizea 1 lirast var (yoksul oyuncu). Yok-
sul, yukanda agikladifimiz stratejiyle oynuyor.
Eger stratejisini surdliremezse oyun bitiyor, oyun
daha Once bitemez. Zenginin paras: hi¢ bitmedi-
&Zinden, zenginin oyunu kaybetme olasihig: yoktur.
Daha ilk yazi-tura atiginda yoksul kaybe-

un hemen biter. Dolayisiyla en az 1/2 olasihk-
ia yoksul oyunu kaybedecektir. Yoksulun oyunu
kavbetme olasihimi bulamadim. Yazmin sonun-

derse, yoksul cebindeki tek liray:r kaybeder ve

da bu olasihigy bulmak i¢in hesaplanma& gereken
bir sayiy1 verecegim.

Yoksul ilk atigta kazanip ikinci atigta kay-
bederse ne olur? Oyun gene biter, ama bu kez
yoksulun cebinde 1 lirasi vardir. Yani yoksul
‘tapi” kalkar. Cunki birinci yazi-tura atigimda
kazanmigtir, dolayisiyla ikinci atigtan once ce-
binde 2 liras1 vardir. Ikinci atigta kaybettiginden
1 lirasi kalmugtir. Bu kez ortaya 2 lira koy-
mast gerekmektedir ve 2 lira koyacak parasi yok-
tur. Demek ki en az 1/4 olasihkla yoksul oyundan
ne kazanch ne de zararl kalkar. Yoksulun oyun-
dan ne kazanglh ne de zararh kalkma olasihigini da
bulamadim.

Daha Onceki bolimlerdeki oyunlarin ter-
sine bu oyunda yoksul kazanabilir.~ Oyle bir an
gelebilir ki, yoksulun cebinde 1 liradan fazla para
olmasma kargin, yoksul stratejisini siirduremez
(yani oyun biter). Ornegin, yoksul ilk dért atista
kazanir da sonraki iki atigta kaybederse yoksulun
cebinde 2 lira olmasina kargin oyun biter. Okur
bu savirni kendi kendine kolayhkla dogrulayabilir:
Demek ki en az 1/2° = 1/64 olasilikla yoksul
oyundan kazanch ayrmlir. Yoksulun oyundan &

lira kazanc¢h kalkma olasihigin da:bilmiyorumi.

Bu oyun sonsuza dek siirebilir, ornegin
fakir hep kazamirsa ... Ama gorecefiz ki oyu-
nun sonsuza dek siirebilme olasihg 0°dir. Bunu
kanitlayabildim! Dolayisiyla oyun % 100 (yani
1) olasilikla biter. Demek ki oyun kuramsal
olarak sonsuza dek siirebilse bile, uygulamada
sonlu sayida yazi-tura atigindan sonra biter?. Bu

* California Universitesi (Irvine) Matematik B8liimit Sgretim iiyesi

* Bu hesaplayamadifun olasithiklarin yaklagik hesaplanabilmesi igin gereken malzeme bu yamda vardir. Dileyen okur
sayilar: yaklagtk hesaplayabilir. Bu tam olarak hesaplayamadifim olasibiklar heniiz ad verilmemis sayilar da ola-
r. Sozclik saymuz sonsuz ama yalmzca saypilabilir sonsuzlukta. Gergel (reel) sayilarsa sayilamaz sonsuzlukta.
Dislayisiyla her sayiya ad veremeyiz. Onemli buldugumuz sayilara ad veririz. (")rneéin 7 sayist onemli oldugundan = ’ye
Bir ad verilmigtir: 7. 7 'nin karesinin ve karekdkiiniin de adlan vardir: 72 ve /7. Tam olarak hesaplayamadifim bu
i¢ olasihfa daha Snce bir ad verilmis midir bilmiyorum. Verilmemigse hi¢ bir zaman tam olarak hesaplayamayiz. Nasil
= 'nin kag oldugunu higbir zaman tam olarak bilemeyeceksek ve ancak adim sdyleyerek m min kimligini belirtebiliyorsak,
bu sayilars da higbir zaman bilemeyebiliriz, hatta daha Snceden ad: konmus sayilarla arasinda cebirsel bir baginti bile
cimayabilir. Ozet olarak demek istedifim, bu sayilarm tam olarak hesaplanamayabilecekleri. Bu baglamda akla gelen
Zk soru su: hesaplayamadigim olasihiklar kesirli sayilar mudir? Pek sannmuiyorum.

*Bu oyunun 1 olasibikla bitmesi yoksulun cebindeki paraya bagh degildir. Agagidaki semadan da anlaglacag tzere,
woksulun cebinde 1 lira oldugunda oyun 1 olasilikla biterse, yoksulun cebinde kag para olursa olsun oyun gene 1 olasibkla
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boliimde iste bu sonucu kamtlayacagiz.

Oyunun ilk anlarda alabilecegi durum-
lart gosteren bir sema ¢izecegiz. Once oyunun
alabilecegi durumlarini saptayalim. Oyunun her
durumunu iki sayiyla gosterebiliriz. Birinei sayi,
yoksulun cebindeki para olsun; ikinci sayiysa bir
sonraki atig icin ortaya koyulan (daha dogrusu
yoksulun koymasi gereken) para olsun. Ikinci
say1 hep 2’nin tstleri olmak zorunda, 1,2,4,8,16
gibi. Oyunun en bagindaki durum (1,1) durumu.
(unkii, yoksul oyuna 1 lirayla baghyor ve- ilk
atigta ortaya 1 lira koyuyor. Bu durumda yoksul
kazanirsa oyun (2,1) durumuna gegecek, kaybe-
derse de (0,2) durumuna (ve oyun bitecek). (2,1)
durumundan sonra oyun ya ( 1,2) durumuna ya da
(3,1) durumuna erigir. Birinci gikta oyun biter,
ikinei gikta siirer. Eger bir durumdan sonra oyun
bitmemigse, oyun iki durumdan birini alir: yok-
sul o atista ya kazanmighir ya da kaybetmigtir.
Oyunun ilk birkag yam-tura atiginda alabilecegi
durumlar yukarida goriiliiyor.

Yukarida da dedigimiz gibi oyunun sonsuza
degin siirme olasiliginm 0 oldugunu kamtlayaca-
giz. (n,2*) durumuna gelme olasihgma p(n,2*)
diyelim. Ornegin,

p(1,1) = 1
p(0,2) = 1/2
p(2,1) = 1/2
p(L,2) = 1/4
p(3,1) = 1/4

r(2,2) = 1/8

p(4,1) = 1/8+1/16 =3/16
p(0,4) = 1/16

p(3,2) = 1/16+1/32=3/32
p(5,1) = 1/16+2/32+1/64 = 9/64

Oyunun sonsuza gidebilmesi i¢in biitin (n,1)
durumlarina ulagilmahdir.  Bu, semadan ko-
layca anlagihyor. Demek ki oyunun sonsuza dek
sirebilme olasihg, p(n,1) dizisinin 7 sonsuza

‘gittiginde aldigy degerdir. Dolayisiyla

lim p(n,1)

sayismi hesaplamamuz gerekiyor. Bu saymin 0
oldugunu goérecegiz. Bu limitin sifir oldugunu
kamtlamak i¢in, agagidaki esitligi bulmak yeter-
lidir:

() lim p(2" —1,1) = 0.

Bu son esitligi kanitlamak daha kolay olacak. ;
p(n,2%) sayilarini bulmak istiyoruz. Bu-
nun igin biraz matematik yapmaliyiz. Yapacagi-
miz matematigi daha iyi anlamasi i¢in, okurun sik
sik yukaridaki semaya bakmasi gerekecektir. Ilk

%olarak, eger k > 0 ise,

p(n -+ 2k—l}2k—l>

R O

esitligine dikkatinizi gekerim. Ciinkii, eger k& > 0
ise, 2¢ > 1’dir ve dolayisiyla (n,2%) durumuna
gelmenin bir tek yolu vardir, o da bir 6nceki
oyunda kaybetmis olmak. Bir onceki oyunun
durumu ne olabilir? (n,2*) durumunda ortaya
2% koydugumuza gore, bir énceki oyunda ortaya
28-1 koymusguzdur (ve kaybetmisizdir). Dolay:-
siyla (n,2") durumuna ancak (n + 2F-1 2k=1)
durumundan gegilebilir. (1) esitligi iste bu
yuzden gegerlidir. (1) esitliginde k yerine k — 1
ve n yerine n + 2~ koyarsak,

p(n+2k—1+2k—2,2k—2)
2 -

esitligi cikar. Bu son esitligi (1)’in sag tarafina
verlestirerek,

p(n + 2k—1’ 2k-—1) —

p(n+2k—1+2k—2)2k—2)
4

p(n,2k) =

esitligini elde ederiz. Bunu boylece siirdiiriirsek,

- 2Pl 2k=2 440411
P(7l,2k):p(n+2 + 2k+ + + 1)




ssitligi elde edilir. Bu egitlikteki 251 4 2F=2 4
-4+ 241 says1 2% — 1 sayisma esit oldugundan,
eger k£ > 0 ise,

k J—
@ pn=PREZLY

esitligi gegerlidir.  (2) esitliginden, . p(n,2*)
sayilarint  bulmak: i¢in, p(n,1) sayilarmi bul-
mamiz gerektigi anlagiliyor. Bu sayilar bulalim.
(n,1) durumuna ancak kazanarak gelinir. Yani
(n—1,1), (n—2,2), (n—4,4) gibi durumlardan.
Dolayisiyla p(n, 1) sayisi,

pin—11) p(n—2,2) p(n—4,4)
2 ! 2 ’ 2 T

saylarninin, yani, bir k igin,. p(n — 2 2%)/2
bigiminde yazilabilen sayillarin toplarmdir. (2)

esitligih p(n — 2%,2%) = p(n — 1,1)/2F esitligini

verdiginden, p(n,1) sayismn p(n — 1,1)/2%+1
sayillarimin toplarm oldugu anlagihr. Ama bu-
radaki k sayilarn n — 2% > 2% kogulunu, yani
28+1 < n kogulunu saglamahdir, ¢iinkii aksi halde
(n— 2% 2F} durumunda oyun bitmistir ve bu du-
rumdan (n, 1) durumuna gegilmez. k(n), 2F < n
esitsizligini saglayan k sayilarimin en buyugi ol-
sun. Demek ki -
k(n)
p(n,1) = Z &{)_kl_’_l_)
k=1 -
k(n) 1
= pn-L1)3
k=1

, 1
Bu esitligi n — 1 kez kullanarak,
(n;1)=p(1 l)ﬁ 1——1—
p » - p ’ L zk(l)
1=

buluruz. Ama p(1,1) = 1.
2" — | ahirsak,

2™ -1 1
(3) p2" =11 =] (1 - W)

=2

Burada n yerine

buluruz.  Simdi & herhangi bir dogal say1 olsun.
Hangi i sayilar i¢in k(¢) = k esitliginin dogru
oldugunu bulalim. z, k(:) = k esitligini saglayan
bir sayi olsun. 'k sayisi, 2F < i esitsizligini

saglayan sayillarn en biiyigii oldugundan, 2% <
i < 2FF1 esitsizligi gegerlidir. Ve bunun tersi
de dogrudur: eger 2¢ < i < 21 ise, k(i) =
k egitligi gecerlidir. Bu egitsizlikleri saglayan
ka¢ tane i sayisi vardir? Biraz diginme, 2F
tane oldugunu gosterir. (3) esitliginin sagindaki
carpilacak terimler bu 2% tane 7 saysi icin bir-
birlerine esittirler. Dolaysiyla (3) esitligini,

n—1 1 ok
@ -1 =TI(1-5)
k=1

olarak yazabiliriz. Bu esitligi kullanarak p(2" —
1,1) sayillarmin n sonsuza gittiginde sifira yakin-
sadiklarin1 kanitlayacagiz. Bunun i¢in konumuz-
dan biraz uzaklagip iki 6nsav kanitlayacagiz:

Omnsav 1. Eger 0< z < 1 ise ve n > 0 bir dogal
saytysa, (1 —z)* < 1—nz + P—("Z——sz.

Kanit. Eger n = 1 ise onsav elbette dogru.
Simdi 6nsavin n icin dogru oldugunu varsayip
n + 1 igin kanitlayalim. Demek ki

-1
n(n2 ) 22
egitligini biliyoruz, daha dogrusu varsayiyoruz.
Her iki tarafi da 1 — « ile ¢arpalm: 0 < 1 — 2
oldugundan, sag tarafi acacak olursak,

n(n+1) 5 nn+1) 4
I S

(I-2)"<1l—-nz+

(1—2)" "' <1—(n+1)z+

buluruz. z > 0 oldugundan,

1
"("Z”F )I:z‘
elde ederiz. Demek ki onsav - n + 1 igin dogru.

Tiimevarimla onsav her dogal say1 igin dogrudur.
Onsavimiz kanitlanmigtir.

(I—2)y"M <1—(n+1z+

o k
Omnsav 2. k> 1 ise, (1— —2%;)2 < %

Kamt. Ustteki onsavda z = 1/2F ve n = 2%
alalim.
1,2 a! 22k -1)/ 1
- ) <1= — il Sy e
(-5) <-*@+—5 (=)

elde ederiz. Saf taraftaki ilk iki terim sadelesir.
En sagdaki terimi hesaplayalm:
ok(2F—1) 2F—1 1 1
92k+1 9k+1 — 9 9k+1

<1
5"

Ikinci nsav da kamitlanmsgtir®.

3 Bu Snsavin dogrulugu biraz analizle de gikabilir. (1—1/ Zk)2k sayilanmn 1/e sayisindan (dolayisiyla 1/2 sayisindan
da) kiigiik olduklar: analiz kullanarak kolayhkla kamtlanabilir.




