GEOMETRIK ESITSIZLIKLER (III)

Emre Alkan *

Bu yazida yine problemler ile ugragsacagiz

Problem. Bir ABC ii¢geninin- agirhk merkezi
G ve alan1 S olsun. Sunu gosteriniz:

5 < L (16AlIGB| + 1GAIGC| +1GBIIGC).

Lemma. Ayni  dizlemde, dogrusal olmayan
A, B,C noktalar verilsin. Diizlemde éyle bir tek
P noktasi vardir ki, |PA|?>+ |PB|?* +|PC|? min-
imum olur.

Kanit.: ;
dinatlari (0,0), (1,0) ve (e, b) olsun. Rasgele bir
{z,¥) alalim. Boylece

|PA]? +|PBJ? + |PCJ*
=327 +3y? — 2a+ Dz — by +a®+b% + 1

olur. Buifadeyi f(=,y) ile gosterelim. %[az-{-bz-—,

a+11 < f(e,y) oldugunu gorelim. Son esitsizlik

kolayca
-y

seklinde yazilabilir. Esitlik ancak z = (a+ 1)/3
ve y = b/3 halinde olur. Bu noktanin. ABC nin
agirhik merkezi oldugu gozlenebilir.

DS(IL‘—

Cozldm. ki ayri duruma bakacagiz: (1)
ABC nin, 27 /3’ten bilyiik veya esit bir agisi yok-
tur; (2) (1)’in tam tersi.

(1) Bu durumda ABC’nin i¢inde oyle bir P
noktas1 bulunabilir ki, (i) <APB = <BPC =
<CPA = Z olur; (ii) diizlemdeki herhangi bir
P’ igin

[PA|+ |PB|+|PC| < |P'Al+ |P'B|+|P'C|

gerceklenir. (ispat icin [3]’ye bakilabilir.)
A, B;C noktalarmin P’ye olan uzaklklarna
sirastyla p,q,7, G’ye olan uzakhklarma da s,t,u
diyelim. G ‘agulik merkezi ise Lemma ve bu
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Genelligi bozmadan A, B;C nin koor-

sonug kullamlarak, 52 + 2 +u? < p? 4 ¢% 4 r?
ile p+g+7r < s+ t+u egitsizlikleri elde edilir.
Birinci egitsizlikten

(s +t+u)? = 2(st + su+ tu)
<(p+a+n)*=2pg+pr+an)

¢ikar. Simdi ikinci egitsizlik kullanmlarak, pg +
pr +gqr < st + su + tu elde edilir.

3
S = {"(Pq + pr+qr)

olacagindan istenen esitsizlik bu halde elde edilir.

(2) Genelligi bozmadan <BAC > 27/3 kabul
edelim. Su sonucu kullanacagiz: Diizlemdeki her
P igin

|AB|+ |AC| < |PA| + |PB| +|PC]|

olur. " (Ispat icin [3]’ye bakilabilir.) Lemma ve
bu sonug kullanilarak s? + ¢2 + u? < ¢ + b2 ile
¢+ b < s+ 1+ u egitsizlikleri elde edilir. . Bun-
lardan (1)’e benzer sekilde cb < st + su+tu elde
edilir. Ote yandan,

S= %cbsin(qBAC) < gcb

olacagindan istenen e§itsizlik bu durumda da elde
edilir.

Problem. Bir ABC ii¢geninin icinde alinan bir
O noktasi igin, OA, OB,0OC dogrular1 kenarlan
sirayla A', B',C' 'nde kessin.

(1) OA’ = ,%—g;r-yve%—g—g—;l:zise,’
zyz minimum olacak sekilde O noktalarini
bulunuz.

OB

(i) ]g;f'} =% iOB’

z* + y* + 2* minimum olacak sekildeki O
noktalarini bulunuz.

= Yy ve |OC'| =z ISG
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Cozlim. (i) O’dan kenarlara indirilen dikme
uzunluklar: bl b}, k. olsun. A, by, k. deii uggenm
yﬁkseklik]eri olsun. z = %f, Yy o= ——? ve
z = h, yazlabilir. S, S;,8,,Ss sirayla ABC’
OAB, OBC, OCA figgenlerinin alanlar: olsun.
Arltmetlk—Geometnk Ortalama Esitsizligi’nden,
S > 3(515253)2 ve boylece de abchghsh, > 27
abch' hih! elde edilir ki bu zyz > 27 demektir.
Yz ’nin minimum olmast icin S; = Sy = 3, yani
O noktast ABC’nin agirhk merkezi olmahdir.

(ii) Menelaus Teoremi’yle,

[A'C| |C'B} |OA] =1
|A'B|+ |A'C||C'Al |OAY] — 7
ve boylece
o |[CA] _|C'A]  A'B]] !C’A} |C'Al'|A'B|
TlOA (OBl T AIC IC’B] |C"B| |A'C|
. }C’At |A'B| . |B'A|
olur. Ceva Teoremi’yle OB AT = 50 ol-
o _|C’A]  |B'Al .
dugundan, ¢ = _—l OB ——-——IB Tl ve benzer gekilde
_l4'B|  |c'B] _lacl |Bo|
T AC) T 4] T |A'Bl T |BA|
elde edilir. a,b € R* igin £ + & > 2 oldugu

icin ¢+ y 42z > 6 elde edilir. Ote yandan
vyz = 2+ y+ 2z + 2 oldugu gosterilebilir (bunu
okuyucuya birakiyoruz). Boylece zyz > 8 olur.
Bilinen esitsizlikler yardimiyla,

>z 4 2%2? 4y?s?
> :ryz(m+y+z)>48

et +yt+ 2

elde edilir. «* + y* + 2* minimum ise z.= =y =
z = 2 olmah ve yine O agirhk merkezi olmalidir.
(ii) i¢in bir genellegtirme olan §unu goste~
receglz Her n > 1 tamsayis: igin, z? +y +22
minimum ise O agirhik merkezi olmalidir.
z,y,z2 >0 ve zyz = 2+ y-+2+2 oldugunu
biliyoruz.

Lemma. a,;b,¢°> 0 ve a4+ b+ ¢ sabit ise
ab+ac+be toplami a = b = ¢ iken maksimumdur.

Kanit.- a’yr sabit tutahm. = b+ ¢ sabit ola-
cagindan a(b + ¢) = ab+ ac sabit olur. Ifadeyi
bilyiitmek i¢in be en biiyiik yapiumahdir. b+ ¢
sabit oldugundan bu b = ¢ iken olur. a,b,¢
simetrik oldugundan Lemma elde edilir.

Tiimevanim yapacagiz. n = 1 igin #2+y%+
nin minimumuny anyahm. zyz = ¢ koyup,
Aritmetik-Geometrik Ortalama Egitsizligi’yle ¢ —
2 > 3t1/3 ve boylece zyz = t > 8 elde edilir.
Aynm anda z+y+ 2 > 6 olur.

2)

eyl 4t =(z 4y +2)? = 2zy + zz + y2)
vamp & + y + 2z = k dersek, Lemma’yx kulla-
narak k2 — %’3 = % in minimumunu arariz; bu
ise agkca z4+y+z =k =6vezr =y =2
halinde olur. Dolaylslyla 0 agxrhk‘merkezidir.
Simdi de idldla, 2" 4 y + 2% igin dogru ol:

i 9 o
sunve 22 432" 42277 igin dogru oldugunu
gosterelim. ‘

ndl d a1l
22" gy 2

- ($2"+y2”+z2")2”2(w2”y2"+x2"22"_}_yzf‘zz")

olur. z2" 49" +

ve 22 4y 4277 > 3.92"
2/
i

2%" = k = sabit denirse, Lemma ile k2 —
2. .. ' 2

%’un minimumu aranir. Kolayca %— >3-2

olacagmdan tiimevarim tamamlanir.

2n+l

Problem. a,b,c bir licgenin kenarlar olsun.
2(a®b? +a%c? +b2c?) = abe(a+b+c)+a 4+ bl +ct
ise, liggenin egkenar oldug“unu gosteriniz.

Lemma. Her ABC -ii¢genii¢in u yargevre, 1
ve R i¢ ve gevrel ya;ngap]a.r ise;

Qur

acos A+ bcos B+ ccosC = =
olur. (Kamit okuyucuya birakilmugtir.)

Lemma ve B > 2r olduéu kullanihirsa,
acosA + beos B+ ccosC < u elde edilir. Bu
ise kenarlar cinsinden

2(a®b? + a?c2+b%¢?) < abe(a+b+c)+at+b4+
verir. Egitlik ancak ticgen eskenarken vardir.

Problem. Bir ABC ﬁggeninde i¢ ve cevrel
yarigaplar r ve R ise,

4 n B+sm —sin — C -5~+-¥r—
sin 5 sin 3 273 2"y S8R
oldugunu gosteriniz. '

A B O

Coziim. sing =z, singd =y ve sing =z

alimirsa 75 = ayz olur. Su halde

‘ 5
zy ezt yzr—zyz < 3
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ugu gortlmelidir. z 4+ y + 2 sabit iken,
zy+zzr+yr—zyz = z2(z+ y)+ 2y(l — 2).

'visabit tutalm. Boylece z(x +‘y) sabit olur ve
— z) ifadesi maksimum yapilmahdir. 1 — z
i olacagindan, ifade £ = y halinde maksi-
molur. z,y,7 simetrik oldugundan, ifade z =
z halinde maksimum olur. z+y+ 2z < 3/2
gm1 okuyucu gosterebilir. Simdi, z4+y+2 €
.3/2] tken zy + zz + yz — zyz ifadesinin mak-
simumuna - bakahm.
£'€(0,1/2] iken f(k) = 3k? — k%’in maksimu-
mumu arayalm. f'(k) bu arahkta pozitif oldugu
icin, f(k) bu arabkta artandir. Dolayisiyla mak-
simumlarin maksimumu ¢ = y = 2 = k = 1/2
halinde olur.

Problem. (i) Cevreleri sabit kalmak iizere, ke-
nar sayilar1 artan bir diizgiin cokgenler
dizisinin alanlarinin artan bir dizi olugtur-
dugunu gosteriniz.

{i1) Alanlarr sabit kalmak iizere, kenar sayilari
artan bir diizglin cokgenler dizisinin cev-
relerinin azalan bir dizi - olugturdugunu
gosteriniz.

Coziim. * (i) 'm > n > 3 olmak lizere, m ve n
kenar: bulunan dizgiin cokgenleri alahm. a ve b
sirayla kenar uzunluklar: olsun. Cevreler-esit ise
ma = nb yazilabilir. Alaniar i¢in

A, = ?}nbz cot =

1 T
A= Sma?eot — ve
4 m 7

~dogrudur:. A, < Ap oldugunu gormek yeterli
slacaktir.

nb?cot I < ma? cot %
: 2/m? oldugunundan
- editsizligine egdegerdir.

egitsizligi, o? =
m tan =~ < ntanZ
Bunu gorebilmek 1§1n

) = ztanZ’in azalan oldugunu gorelim.
= tan T #(f%)— < 0 oldugunu gdérmek

sin 20 < 2” oldugu goérilmelidir ki bu bili-
sna'<a e§1ts1zhg1d1r (0 < « igin).

&

- Okuyucuya birakilmstir.

blem. R yaricapli bir cemberin igine ki
r {iggen giziliyor. Eskenar ti¢genlerin ortak
olsun. 28 > R%\/3 oldugunu gosteriniz.

Sekil ¢izilirse egkenar iiggenlerin kesi-
sn olugan altr tiggenin eg olduklan goz-
Bunun sonucu olarak bu icgenlerin
abittir ve eskenar ii¢genin bir kenarina

z. =y =2z = k alarak
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yani R+/3’¢ esittir.  Cevreleri sabit {iggenler
arasinda maksimum  alanh egkenar tiggendir.
Bunu goérmek icin kenarlarm birini sabit tu-
tariz; diger koge bir elips tizerinde hareket eder:
ve alan diger iki kenar egitken en biyik olur
Kenarlar simetrik oldugundan iddia dogrulanir
Uggenlerden birinin alam T ise, 37" < R?\/3/
yazilabilir. S = 3+/3R?/4 - 3T oldugundan 1ste
nen e§1t51211k elde edilir.

Diizeltmeler. [1]’deki Problem 2’nin yayim
lanan ¢ozlimiinden daha kisa bir ¢oziim soyl
verilebilir: Sozii gegen uzunluklarin en az bi
i r’den kiigik veya esit olmalidir. Su hald
r < 1273/4( )12 oldugunu gormek yeter. B
ise 24+/3r® < abc demektir. » sabit tutulurken
icgen eskenarsa abe minimum olmaktadir. Son
egitsizligin dogrulugu agiktir. Boylece problem
1y1 kuramarmug oldugumuzu anhiyoruz. Yaptigin
¢ozumin gidigine uygun problem su olmahdir:

Problem 2’. a,b,c bir uggemn kenarlar: olmak
iizere, |BsCi||BiCy||B2Cs| <
gosteriniz.

abc oldugun

Coztm. Sunlan gostermistik:

[B3C1||B1C2||B2C3| = |B3Ca| |B1Cs| | B2 C1l,

|B1Cs||BaCs| |BoCh| | BsCh | |BsCal |B1Cs|
(abc)?
—_— 3343

istenen bunlardan elde edilir.

[2]’deki Problem 5 iyi kurulmamig bir
problem. Coziimde ¥ 1 ’nin iraksakhgim kullan-
mak gereksiz. Onun yerme su problem daha uy-
gun olabilir: ~

n 1 .
a, = Z— dizisini ele alal
= Pk
Bir-€ > 0 sayist verilsin.  Yeterince biiytik her m
tamsayisi i¢in- [m = ¢, m) aralifinda a, dizisiniz
en az bir terimi vardir.

Problem 5'.

Coziim. n yeterince biylk ise ant1 — an < £
olacagi gozlenebilir. Su halde m yeterince buy"
bir tamsay ise, {a,} wraksak oldugundan, a, <
m—e¢’dur apy; > m gibi bir durum olamaz. Ots
yandan, a,, dizisinin hig¢ bir teriminin tamsayi ol
madigint gérmek kolaydir. Boylece [m — ¢,
araligina dizinin bir terimi duser.




