Gene [2)’deki Problem 7 ise soyle ifade
edilse daha iyi olurdu: :

Problem 7'. 2z* — y* =1 olacak sekilde her
(z,y) pozitif tamsay zklbsme kargilik, (m? —
2mn—n?)? = 1 olacak sekilde (m,n) pozitif iki-
lisi oldugunu gésteriniz.
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ay/z+b\/f+cy/z=d SEKLINDEKI DIOFANT DENKLEMI

Selma Atabey *

v/2 sayismim irrasyonel oldugu oldugu gok
eskiden beri biliniyor. Bu sonucu degisik yonlerde
genigletebiliriz. Bunlardan biri a/p+ b/ + ¢/
seklindeki sayllarm ne zaman rasyonel sayilar

olduklaridir.  Bu sorunun cevabi da: yammn
baghgmdaki denklemin tamsay: ¢oziimleri ile bu-
lunur. Tamsayilarda ¢dziimii aranan bir denk-
leme, eski Yunanh bir matematikcinin admdan
Diofant denklemi ady verilir.

1. Aritmetigin Temel Teoremi

Teorem. Her n > 1 dogal sayisi, py < -+ < pp
asal sayllar ve ay,...,0p dofal sayilar olmak
izere, n = p{*ps*--.py* biciminde tek tiirlii
gosterilir. ‘

Lemma 1. n bir pozitif tamsay: olsun. Jn
sayisi rasyonel sayi ise, n sayisi tam karedir.

Kanit. p ve ¢ tamsayl ve Vno= % olsun.
(p,q) = 1 oldugunu diigiinebiliriz. Atitmetiéin
Temel Teoremi’nden ve ng? = p® egitliginden

dolay1, n saywsmimn yukaridaki bigimde yazihginda
her asal carpanin kuvveti cifttir,” yani n tam
karedir.

Lemma 2. k > 1 olsun. @y,a,,...,a; pozitif
tamsayilari, herhangi ikisinin ¢arpimi bir saymnin
karesi olacak bicimde verilsin. O zaman a; = 62
(1 £ i <k) geklindedir. Burada b; ve ¢ poz1t1f
tamsayilardir.
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Kanait. a bir  pozitif tamsayis1 ve a =
prips? - p%r olsun. 0,0, -, sayilarmn
2 ile bolimiinden kalanlan incelenerek a = b%¢
yazilabilir. Burada c, asal sayilarm carpimudr.
a; = bizc,; olsun. Her a; icin farkh olan
¢; sayismn ashnda aymi oldugunu gosterecegiz.
a;a; (bsb; ) c,c] sayisinin tam kare oldugu
biliniyor. (bb) cicj = aj; olsun. O za-
man ,/G;¢; = 7;—-;— sayist rasyoneldir ve Lemma
I’den dolay1 c¢;c; tam karedir. ¢; sayilarin asal
sayillarin ¢arpimm olarak yazarsak, c¢;c; tam kare
oldugundan, ¢;’nin her asal carpani ¢; nin de
asal carpani olmak zorundadir. ‘Aym sey, ¢
ifle ¢;’nin yerini-degigtirdigimizde de dogrudur.
Bagka sozlerle, 4,5 = 1,...,k icin ¢; = ¢; 'dir.

2. a\/z+b,/y+c\/z = d Diofant Denklemmm
Coziimu

Bu denklemin ¢Oziiminin 1. dereceden
ii¢ bilinmeyenli- Diofant denkleminin ¢oziimiine
doniigtiigini gosterecegiz [1].

Once d = 0 durumunu gozonine alalim,
Teorem L. p,q,r sayiar, ap+bg+cr =0 den-
klemini saglayan tamsayilar ve s keyfi bir dogal

say1 olsun. a/z + b\/§ + ¢1/z = 0 denkleminin
tamsayiar kiimesinde tim ¢oziimleri

z =p’s, ¥ = ¢%s, z=r’s (1)

formiilleri ile verilir.



),z sayilar (1) geklinde ise, veri-
larlar. Bunun tersine, a./Z; +
2o = 0 olsun. = O zaman, a./Zg +

—e¢y/zp’dir.  Son denklemin her iki
n karesint alirsak,
P c?zy — a’zg — b2y
/ToYo — p
v 2ab

. vani \/ToYp saywst rasyoneldir. Lemma
I'den dolay1 ®oyo tam karedir. Benzer gekilde
5 Ve Yozo sayilarinm da tam kare olduklar:
sterilir. Boylece Lemma 2'den dolay: zo, yg, 2o
sayilar: (1) geklindedir.

- Teorem 2. p,q,r sayilart ap + bg +cr = d
denklemini saglayan tamsayiar olsun. d # 0,
2/ + b\/§ + ¢o/Z = d denkleminin tamsayilar
kiimesinde tiim ¢oziimleri x = p*, y = ¢%, z = ¢?
formiilleri ile verilir.

Kanait. a\/Zo + by/yo + e\/Zp = d olsun.
a+/To + by/Yo = d — c/zy denkleminin her iki

tarafinin karesini alirsak,

2ab\/Toyo + 2cd/zg
» -+ \/(azzo + bzyo - CZZO - d2)2 =0

olur. Bu esitlikten, Teorem 1 ve Lemma 1’den
dolay1 zo tam karedir. Benzer gekilde z, ve o
da tam karedir. :

Sonug. a,b,c,p,q,r tamsayilar olmak iizere,
/P + by/q + ¢/r sayisinin rasyonel olmasi igin
gerek ve yeter gart p,q,r sayilarimn tam kareler
olmalaridir.

érnegin, V24345 sayist irrasyoneldir.

Soru 1. ﬁ -+ % = \—/17 denkleminin tamsayilar
kiimesinde ¢6ziimiinii bulunuz. ~

Cozlim.  (z,y,2) bu denklemin bir ¢dziimii ol-
sun. O zaman, /97 ++/2z — /Ty = 0 olur. Teo-
rem 1’den dolayr 2z, yz ve zy sayilan asafidaki
tiirdendir:

wz=p%, yz=g%,  wzy=(p+q)is.
Bu denklemlerden /5 = ——2° gldugu bu-
pe(p+a)s

lunur. Yani /s rasyonel sayidir. Lemma 1’den
dolay1, s tam karedir. O zaman zz = p?s?,
vz=¢%s1, 2y = (p+ q)%s?°dir. Buradan

_peto) y=1e+9, -
q b p+q
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olur. (p,q) = 1 oldugunu diisiinebiliriz. Bu
durumda (p+ ¢,p) = 1 ve (p+ ¢,9) = 1'dir.
Yukanidaki esitliklerden dolay: pg(p+q) sayisi s1
saywsint boler. s1 = pg(p + ¢)r olsun. O zaman

z = p?g?r
. (2)
olur. Ote yandan, bu sekilde verilen sayilar
verilen denklemi saghyor ve denklemin tum
¢oziimleri (2) formiillerinden bulunur.

Ornek.
sayilar kiimesinde tim ¢dztimleri su ikililerdir:

e=pp+q)ir, y=qp+9)’r

Loy i= _1_g inin ta
7=t 5= 7mm denkleminin tam

z = 2?5%55 z = 7?55
y = 325255 y = 627755
z=4-1980 . z = 3%22%35
y = 4-1980 ¥ =2%55
s z = 3%5

y = 223455

Ciinkil 1980 = 223255 "tir.

Soru 2. n>1 bir dogal say1 olsun. \/z+./j =
/n denkleminin tam sayilar kiimeside kag tane
gozlimi vardir?

Coziim. Lemma 2'nin kanitinda oldugu gibi
n = r?s oldugu gosterilebilir. (Burada s ile
farkh olan asal sayilarm ¢arpim gosterilmistir).
Teorem 1’den dolayr z = p%s ve y = ¢%s’dir.
Bu degerleri verilen denkleme ahrsak, iglemlerden
sonra p+ ¢ = r bulunur. Bu denklemin pozitif
tamsayilar kilmesinde » + 1 tane ¢ozliimi vardir:
dolayisiyla soruda verilen denklemin de pozitif
tamsayilarda r + 1 tane ¢oziimii vardir.

Ornek. /Z 4+ ,/j = 1980 denkleminin tam-
sayilar kiimesinde 56 tane ¢oziimii vardir, ¢iinkii
1980 = 6255 tir.

Ah§tlrma Sorulari. 1. a,b,¢,d tamsayilar ol-
sun. Agagidaki denklemlerin tamsayilar kiimesin-
deki ¢bziimlerini bulunuz.

8 g b e
@) Z+7=7
(b) ez +b/g+e/z+dVi=0

2. Asagidaki denklemlerin kacar tane ¢ézimi
vardir?

(8) V7 + /7 + 3/ = /1980
(b) L4 _\/L = 7?.,,.:
@ 0] 1580 o .
3. Her dogal sayr n igin, /n + /n+ 1+

vn+ 2 sayisinm irrasyonel oldugunu ka-
nitlayniz.
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