alarak, Iy BD. ve I3AD iggenleri benzerdir diye-

biliriz.. Buradan %g_{s ] '%%gi = ﬁg ve
LDl BBl o1de edilir. IDI, = BAC = 90°

[ABl = TaAC)
oldugundan, LDL ve BAC benzerdir. 113,0 =
6 _dersek, .72]1 CBA = 26’dwir. Boylece
KI[B =145 —§ ve EBA = 45° olup, AK L’nin
bir ikizkenar dik ticgen oldugu anlagihr. DAL ve
LAIL, tggenleri AAA bagintisiyla benzer olduk-

larmmdan, bu fggenler eg olup, |AD] = |AL| =
[AK | elde edilir. O halde
o _ [AK|JAL| _ JADP _ |BD||BC]
- 2 T2 T 2
- _ (BDI+|DC)IAD]
- 2

PROBLEM SEMINERLERI

_ (1BD|+|DC))/[BDIIBT]
: |

iy s BD|+1|D
egitliklerindén — ;————!j:-Li:—E olur ve niha-

5' V/[BD[[DC]
yet Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligin-
den S > 25" sonucu elde edilir.

(Cozenler: . Tamer Adanwr, Sevket Em-
vah Aydin, Ayhan Aziz, Alasagun Baykael, Hasan
Denker, Musiafa Kesal, Ergin Yaranert.)

KAYNAKCA

[1] C. Kog, Bir Ucgene Ait Cemberler, Matematik
Diinyas:, 2, sayr 1, 17-21 (1992).

TUBITAK Bilim Adami Yetigtirme Gru-
bu'nca Mart 1995 tarihinden' itibaren matema-
tik problem seminerlerine baglanmstir, Ayda iki
kez Carsamba giinleri 15:00=17:00 saatleri ara-
smda, simdilik sadece Ankara’da vapilacak olan
seminerlere yaz aylarmda ara verilecek ve Ekim
1995°ten-itibaren yeniden devam edilecektir.

Seminerlerde ele alinacak problemier ia-
temaitk Dinyase ile Bilim wve Teknik dergi-
lerinde yayimlanacaktir. Seminerlere, liseli geng-
ligin yanisira lise matematik Sgretmenlerinin ve
matematige ilgi duyan herkesin katilmas: beklen-
mektedir. Bu seminerlere mektupla katilmak da
mumkindiir.

Ali Doganaksoy (ODTU) ve Semik Ko{

ray (Bilkent Universitesi) gozetiminde, gecmis
yillarda matematik olimpiyatlarina katilmmg olan
Selguk Ateskan, Oytun Eskiyenentiirk, Tolga
Etgli, Bang Fidan, Ozcan Oztiirk ve Cetin
Urtig tarafindan yiiriitilen problem seminer-
leri, TUBITAK Bilim Adam Vetigtirme Grubu,
Atatirk Bulvari, No: 221, Kavakhdere, Ankara
(Telefori: (312) 468 53 00-/ 2201) adresinde ya-
pilmaktadir. Mektupla katilmak isteyenler aym
adrese bagvurabilirier.

Problem Semineri 95/1, 18 Mart 1995

1. Iki kisilik bir oyunda baglangicta n- > 2

kibritten olusan bir 6bek bulunmaktadir. Bi-
rinci- oyuncu bu obegl bog olmayan iki obege
ayarir. Ikinei oyuncu, bu iki Sbekten birini seger
ve bu &begi (mimkinse) yine bos olmayan iki
Gbege ayirir. Swra yeniden kendisine gelen bir-
inci. oyuncu, -ayvni seceneklerle” karst 5\<u§1yadu'

ey
K

Bu ovunu,
irinei, hangi
unun kazana-

n'nin he
degerleri
bilecegini bulunuz.

2. Tek kigilik bir
ng kibritten olusan
Oyuncu, her seferinde k eklerinden ikisi-
ni segerek (mitmkinse) birinden diferine, ikin-
ci Obekteki kibrit sayisimi eskisinin iki katina
cikartacak kadar kibrit aktarir. Hangi (n1, ng, ng)
dagihmlan icin, yukaridaki isiemi sonlu sayida
yineleyerek, kibritleri iki obekte toplamanmn
miimkin oldugunu saptaymsz.

sitavla ny, ng ve
kibritle baglanmr.

3. Ik kisi tarafindan -oynanan bir oyuna,
sirayla ni,...y7n, kibritten olusan p obek kib-
ritle baglanir.  Birinci oyuncu bu p: obekten
birini secer ve bu obekten en az bir olmak tzere
istedii sayida kibriti alarak oyundan cikartir.
Ikinei oyuncu oyundan heniiz ¢ikartilmams kib-
ritlerle ayni islemi yapar. Sira tekrar birinci
oyuncuya gelir ve oyun kibritlerin hepsi oyun-



dan gikartilana kadar siirer. Son kibrit grubunu
oyundan cikartan oyvuncu ovunu keazamre. Her
p = | tamsayis icin, oyuno mutlaks birinei (ikin-
i) oyuncunun kazanmasm mimkun klan tim
(nyy - my) dagahmlanm bulunuz,

4. Yime iki kimilik bir oyunda, baglangcia
sifayla ny e ny Kibritten olugan iki ébek bu-
lunmakiadir. Oyuncular srayla bu obeklerden
kibrit alarak oyundan gkartirlar.  Siras gelen
oyuncy, ya Sheklerden birini secerek bu Ghekten
en a2 bir olmak Gzere stedifi sayida kibriti abr,
¥a da her iki Sbekten de egit ve pozitif sayida
kibriti oyundan gikartir. Son kibriti oyundan
giartan cyuncu oyunu kazamr, § = &(1 4 1.-'"5}
olmas dorumunda (n,ng) = ([k],[E7]) ¥a
da (ny,na) = ([k?],[ke]) olmasim saglayacak
bir & tamsaymmn bulunmas durumunda, cyuna
ikinei sirada baslayan oyuncunun oyunu mutlaka
kazapabilecefini, bunun digindaki tim durem-
larda ise, oyuna ilk sirada basglayan ovuncunun
oyunu mutlaka kazanmasmm miimkin sldugunu
kanitlaymnz.

Problem Semineri 95/2, 22 Mart 1895

1. Verilen ii¢ gemberi dik kesen bir ¢ember
giziniz,

2. Keparlari verilen tg noktadan gegen we
kigeleri verilen bir gember dzerinde bulunan bir
uggen giziniz,

3. Egit keparlan verilen bir gemberin iginde
verilmig iki noktadan gegen ve koseleri cemberin
iizerinde bulunan bir ikizkenar iicgen giziniz.

4. Verilen bir Gggenin igine, ber biri Gogenin
iki kenarinn ve difer iki cembere tefet fig cember
giziniz.

Problem Semineri 95/3, 5 Misan 10085

1. 20 lirem olan bir komarbazn 40 liraya
ihtiyncy vardir. Rulette tek-¢ift cynamays karar
verir. Buna gére, her seferinde ya teklere ya
da giftlers para yatiracak, sonucun para yatrdif
seqenckle cakismas durumunda yatirdifh paranin
iki mishini geri alacak, aksi halde ise yatirdigh
parayl ritirecektir.  Ruletin her doniglinde
gift gelme olambfi 18/37'dir. Kumarbaz, gu
iki yoldan birini izlemeyi disiinmektedic: Bir-
incisi, parasmin tamanm tek soferde giftlere
yatirrnaktur; ikineisl ise her seferinde giftlere bir
lira yatarip, bu sekilde va toplam parasim 40 L
raya gikana ya da tum parasim kaybedene kndar
devam etmektir. Bu yollarden hangisini izledifi

takdirde kumarbazin amacina ulagma olasilify
daha yiiksektic?

2. A ve B tarafindan oynanan bir oyunda,
0 < p< 12 olmak Gzere, 4'nin kazanma olasilif
p, B'oinki ize 1 — p'dir. Bir parli, ¢ift savida
oyundan olugmaktadir. Oyuoncular kazandiklan
her oyun igin bir puan almakta, toplam puam
daha yiksek olan partiyi kazanmaktadir. Parti
kag oyundan olugursa A'min partiyi kazanma
olastlif en yiksek olur?

3. Hi¢ paras olmayan bir kumarbazin 200 Ii-
raya ihtiyaci vardir. Kendisine bir gans tanimak
isteyen kumarhane sahibi agajhdaki gekilde 100
oyun oynamasina igin verir. Kumnarbag, her sefe-
rinde & > | tamesyus segerek, 2N + 1) ola-
silikla N lira kazamip, (& — 1)/(N + 1) olasalik-
la 1 lira kaybedecektir. Ancak 1'den bilydk bir
N secebilmesi icin en az 1 lirasion bulunmas:
gerckmektedir. Bu kumarbaz nasml bir vol izlerss
amacina ulagma olasilifs en yuksek olur?

4. Olasihik hesabing merakh bir sultan, vezi-
rini odallendirmek ister. 100 adet keseye, fark-
i berbangi ikisine degigik savicla olmak iizere al-
tin kowdurur. Vegir, keseleri acarak iclerinde kag
altin oldufuna bakar. Her aghiffi kesede iki sece-
nefi vardir. Ya bu keseyi seger ya da daha once
acmadifn keselerden hirine geger. Sonugta seqtigi
kese, 100 keseden icinde en gok altinn bulundugu
kese ise, vezir bu altinlarin hepsini kazamr, Aksi
takdirde, adile iligkin tim gansm kaybeder,
Vezir naml bir yol izlerse 6dali knzanma olasalij
en yaksek olur?

Problom Seminoeri 95/4, 10 Nisan 1995

1. ki tamsayimn kareleri toplam olarak
vazilabilen tim asal savilar bulunug,

2. Iki tamsayimm kareleri toplami olarak
yazilabilen tim tamsayilar bulunuz,

3. ﬂq tamaayvinin  kareleri toplami olarak
yaztlabilen tim tamsayilar bulunuz,

4. Dort tamssyimn kareleri toplarm alarak
yazilabilen tim tamsayilar bulunos,

Coniim)
Bu sayimazda 95/1 seminerinde yer alan
problemlerin tam coztimlerini veriyoruz. Hazi-

ran 1995 sayimizdn 95/2, 95/3 ve 95/4 seminer-
lerinin gozumleri verilecektir. Mayis ve Haziran
aylarmda yapilacak olan 9575, 95/6 ve 85/7 semi-
nerlerinin problemleri Bifim ve Teknik dergisinde
yaymlanacakisr,



Problem Semineri 95/1
Vénetim: Oytun Eskiyenentirk, Cetin Urtis

1. n = 2 ya da n = 3 durumunda, birinci
oyuncu verilen kibrit 6begini nasil ikiye aymrirsa
ayirsin, bu iki 8bekten en az biri 1 kibritten
slugur ve ikinei oyuncu bu obegi secerek oyunu
kazanr. n = 4, n = 5 ve n = 6 durum-
larinda ise, birinci oyuncu verilen obegi sirayla
22, 2-3 ve 3-3 seklinde ayirirsa, ikinci oyuncu
kendini, oyuna 2 ya da 3 kibritlik bir obekle
baglayan bir “birinei oyuncu” konumunda bulur
ve dolayisiyla oyunu kaybeder. Oyunu mutlaka
birinci oyuncunun kazanmasint miimkiin kilan n
tamnsayilarinin klimesini Ny, ikinci oyuncunun
kazanmasimi saglayanlan ise Np ile gosterirsek,
2,3 € Ny ve 4,5,6 € Ny olur. Simdi Ny =
{n€Z:n>2 n=01yada4 (modb5)}
ve Ny = {ne€Z:n>2 n=2yadal
{mod 5) } oldugunu iddia ediyoruz. Bu iddiamiz:
tiimevarimla kanitlayacagiz.

Bir n > 6 tamsayismm gu kogulu sagladig
varsayahm: Her 2 < %k < n tamsayws igin,
k= 0,1yadad (mod5) ise, k € Ny; k =

-2yada3 (mod5) ise, k € N, olsun. Simdi
n+1=0,1,2,3,4 (mod 5) durumlarimi ayr1 ayr:
ele alacagiz.

Once n+ 1 = 0 (mod5) oldugunu
sabul edelim. Birincl oyuncu verilen Sbefi 3
we n:— 2 kibritten olugan iki Gbege ayirirsa;
n =2 = 2 (mod5) oldugundan, tiimevarim

warsayimina gore 3,m — 2 € Ny olur. TIkinci
-ncu, bu iki 6bekten hangisini secerse segsin,
bekle oyuna baglayan “birinci oyuncu” konu-
a gireceginden, oyunu kaybeder. Dolaysiyla
furumda n + 1 € Ny olur.

n+1 = 1 (mod5) durumunda da bir-
oyuncu, obegi 3 ve n — 2 kibritlik iki obege
marak, n—2 =3 (mod 5) oldugundan, benzer
mnde oyunu kazanmayi garantiler. n+1 = 4
4 5) durumunda ise, n — 1 = 2 (mod 5) olur
lzy1siyla birinci oyuncu, bu kez verilen obegi
1 — 1 bigiminde ayiwrarak, ikinci oyuncu ne
2 yapsin oyunu kazanabilir. Sonug olarak,
= 0,1 yada4 (mod5) ise, tiimevarim
~um dolaymsiyla n+ 1 € Ny olur.
imdi de n 4+ 1 = 2 (mod 5) oldugunu
ielim. Bu durumda n+ 1 € Ny oldugunu
<k i¢in, 1 < I < n kogulunu saglayan her
ricin,yale€ Ny yadan+1l—-leN;
amuz yeterli olacaktir. 1= 0,1yada4
ise bu kogul saglamr. Ote yandan, | = 2
e, n+1—-1=0(modb) ve Il =3

(mod 5) ise de n+1—1 =4 (mod 5) olacagindan,
istenen kogul yine saglanmug olur. Yani n+ 1 €
Ny’dir. Benzer bigimde n 4+ 1 = 3 (mod 5) ise,
her 1 <1< n tamsaysi igin, { = 2 (mod 5) du-
rumunda n+1—{=1 (mod 5) ve I =3 (mod 5)
durumundaise n+1-1= 0 (mod 5) oldugundan,
yine n + 1 € N3 sonucu elde edilir.

Ozetle, baslangigtaki kibrit saysi n =
0,1ya da4 (mod ) ise oyunu mutlaka birinci
oyuncu, n = 2 ya da 3 (mod 5) durumunda ise
mutlaka ikinci oyuncu kazamr.

2. Genelligi yitirmeden 0 < ny < ny < n3
oldugunu kabul edelim. Bolme algoritmasina
gore, ny = n1g + r ve 0 < r < ny olacak gekilde
¢ ve r tamsayilari bulunur. Simdi ¢ sayisim
iki tabanina gére yazahm. ¢ > 1 oldugundan,
k>0, mog,mi,...,mp, € {0,1} ve my = 1 ok
mak iizere, ¢ = mg + 2my + -+ + 2¥my olur:
Simdi sirayla ¢ = 0,1,...,k i¢in asagidaki ak-
tarma iglemlerini yapalim: ¢’yinci aktarmada,
m; = 1 ise ikinci obekten birinciye, m; =
0 ise iiglinci obekten yine birinciye  2°n; tane
kibrit aktarahm. Bu gekilde her seferinde bir-

©inci Sbekteki kibrit sayisini iki katina gqkacag

gibi, ikinci Sbekteki kibrit sayisimin bu iglemlerin
gerceklestirilmesine yetecefi agiktir. Ote yan-
dan, bu z:*emier sirasinda ug;uncu obekten birinci
Sbege en fazla (1+2+ 22 4 ... 4 28" D)n; kib-
rit aktanlacag: ve 2%n; < ny 5 ng oldugu igin,
vekie de yeterli sayida kibrit vardir.

rumunda, yukamdaki iglem dizisi
in kibritler iki G’bekte toplanmig

sonucun

Ghzr.

say1si kugukaimzx} clur. Dol smyla her seferinde
Obekleri yeniden biiyiiklik sirasina gore dizerek
ve yukaridaki iglem dizisini sonlu sayida uygula-
yarak bir 6begi ortadan kaldwrabiliriz. Diger bir
deyigle, tiim (nq, ng, ng) negatif olmayan tamsay1
siral ticlileri igin, kibritleri istenilen bigimde en
fazla iki 6bekte toplayabiliriz.

3. ny,ng,...,n, sayilarindan en biyiginin
iki tabanma gore yazihminda kullanilan rakam
says1 [+ 1 olsun. Bu sayilar, gerekirse baglangig
rakaminin sifir olmasina izin vermek suretiyle,
{41 rakamh olarak iki tabanina gére yazalim. Bu
durumda her k € {1,...,p} icin ag,a’{, af €
{0,1} ve en az bir j € {1,...,p} i¢in of = 1
olmak iizere, ny = af2! + of 21 4+ ... +
of2 + af olur. Her i € {0,1,...,1} igin de
a; =y r_, of olsun. Simdi Ny ile, ag,a1,...,@
sayilarindan en az birinin tek olmasina yol agan




tim (ni,ng,...,ny) dagihmlannm kiimesini gos-
terelim. -~ Ny kiimesinin, oyunu mutlaka birin-
ci oyuncunun kazanmasm mimkin kidan tim
(n1,n2,...,np) dagilimlarinin kiimesi oldugunu,
Ny kiimesine ait olmayan herhangi bir baglangig
dagilmmnin ise oyunu mutlaka ikinci oyuncunun
kazanmasim miimkiin kildigim iddia ediyoruz.
Simdi N; kiimesine ait bir (ny,nz,...,7,)
dagibmim ele alahm. Bu durumda a; tek say:
~veher 1€ {j+1,...,1} icin, a; ¢ift say1 olacak
sekilde bir 7 € {0,1,...,1} bulunur. O zaman da
of = 1 olacak sekilde en az bir ¢t € {1,...,p}
vardir. Birinel oyuncu ¢’yinci obekten pozitif
ve uygun sayida kibrit uzaklagtirarak bu dbekte
kalan kibrit saywsm, &_;,...,a,a} saylan
{0, 1} kiimesinden istenildigi gibi secilmek iizere

A= o2 4 af 27 ;
+0-2 +al 2 4. pai24al

sayising indirebiliz.  Bunun sonucunda ortaya
gtkan (ng,...,m1, Ry, Nyy1,...,n,) dagilimina
kargilik gelen @; toplamlarim &; (i =0,1,...,1)
ile gosterirsek, a; = ary. ooy gy = G541, 85 =
a; — 1 ¢ift sayilar olur.. = Ayrica, her ¢ €
{0,1,...,7 — 1} icin, a; ¢ift ise & = o, a; nin
tek oldugu durumda da of’yi {a&!,ai} = {0,1}
olacak sekilde segmek suretiyle, birinci oyuncu
Gj-1,...,81,8p toplamlarmm da ¢ift sayilar ha-
line gelmesini saglayabilir. Sonugta &y = 4 =
0 haline gelmis olursa, birinci
oyuncu bu hamlede son kibrit Sbegini ortadan
kaldirmg olacag: igin oyunu kazanir. Aksi halde,
ikinci oyuncu ag, @, ...,d toplamlarmm ¢ift sa-
yar oldugu bir dafilimla kargi karsiya kahr.
Bu durumda ikinci oyuncu, Sbeklerin hangisin-
den ve pozitif olmak iizere hangi sayida kib-

= G =

rit uzaklagtinirsa wzaklagtirsin, yeni dagiimm

vol a¢tigy toplamlardan en az biri mutlaka tek
say1 haline gelecektir. - Dolayisiyla, son kibrit
obegi ortadan kaldiilmamg olacag: gibi, birin-
ci oyuncu baglangictaki gibi bir yol izleyerek, bu
toplamiarin hepsini yine ¢ift sayi haline getire-
bilir. Sonugcta kibritlerin hepsi tiikenecegi igin,
@; toplamlarmin hepsinin sifira esit oldugu, yani
kibrit dagiliminm (0,0;:.:,0) haline geldigi bir
duruma ulagilacaktir. Ancak 0 ¢ift say1 oldugun-
dan, bu dagihma ulagildiginda sira ikinci oyuncu-
ya gelmis, yani son kibrit grubunu birinci oyun-
cu gikarms olacaktir. Dolayisiyla oyunu birinci
oyuncu kazanacaktir. :

. Simdi de basglangigtaki  (ny;ng,..., Np)
dagilmmmn  V;  kiimesine ait olmadigr duruma
bakalm. Bu durumda ao,ai,...,a, toplam-

larmn hepsi ¢ift olur. Birinci oyuncu hangi ham-
leyi yaparsa yapsmn, ikinci oyuncuyu bu toplam-
lardan en az birisinin tek oldugu bir dagilimla
kargr kargiya bwrakir. Dolayisiyla, ikinci oyuncu
kendisini N; kiimesine ait bir dagihmla oyuna
baglayan “birinci oyuncu” konumunda bulur ve
yukaridaki birinci oyuncu gibi davranarak oyunu
kazanir.

4. Oyunun herhangi bir anmdaki durum,
z birinci, y ise ikinci Obekte kalan kibrit.
sayisim gostermek ifizere (z,y) swrall ikilisiyle
gosterilebilir. Dolayisiyla, duzlemde koordi-
natlari negatif olmayan tamsayilar olan nok-
talarin  kiimesini Zi ile gosterirsek, oyunecu-
larm oyun swrasinda kargilagabilecekleri tiim du-
rumlar, Z2’ya ait noktalarla temsil edilebilir.
(#,y) durumuyla kargilagsan bir oyuncu, kargs
taraf ne yaparsa yapsin oyunu mutlaka kazan-
masi saglayacak bir yol izleyebiliyorsa, (z,y) ’ye
kazanan bir durum diyecefiz. Bir oyuncu {z,y)
durumundan hareketle ne yaparsa yapsin, hasmi
oyunu mutlaka kendisine kazandiracak bir yol
izleyebiliyorsa, o zaman da (z,y) 'ye kaybeden bir
durum diyecegiz. Buna gore (0,0) kaybeden bir
durumdur, ¢inki bir oyuncunun (0, 0) durumuy-
la kargilasmasi, karst tarafin son kibriti oyun-
dan gikartarak oyunu kazanmig olmas: demektir.
{0,0)m kaybeden bir durum olmas: ise, kendi-
lerinden hareketle tek hamlede (0, 0)’a ulagmanm
mitmkiin oldugu tim durumlarm kazanan durum
olmasm gerektirir. Yani 2 =0, y= 0 ve z =
y dogrulan ustiindeki (0,0) digmda Zﬁ_ ’ya  ait
biitiin noktalar kazanan durumlan temsil eder.
Simdi (@,b) herhangi bir kaybeden durum
olsun. O zaman {{a,y) : ¥ > b} U {(z,d) :
z>allU{(z,y) ry=z+{b~a), > a}
kiimesindeki Zi ’ya ait her noktadan (a, ) ye tek
hamlede ulagilabilecegi i¢in bu noktalarn timi
kazanan durumlari temsil eder. Diger taraftan,
{(@y) :y < b}U{(z,0) : 2 < a}U{z,) :
y==z+(b—a), < a} kiimesindeki Z3 ’ya ait
her noktaya (a, b)’den tek hamlede ulagilabilecegi
icin, bu noktalarm da tiimii kazanan durumlan
temsil eder. Bagka bir deyigle, (¢,y) kaybeden
bir durumsa, z = @, y = b ve y = = + (b —
a) dogrulan tstiindeki Z? ’ya ait ve (a,b)’den
farkli tim noktalar kazanan durumlar: temsil

‘eder. Ote yandan simetri nedeniyle, (e,5)’nin

kaybeden bir durum olmasy, (b, e)’mn da kaybe-

" den bir durum olmasini ve dolayisiyla. 2 = b,

Yy =ave y=z+(a—1b) dogrulan istindeki
73 ’ya ait (b,a) digindaki biitiin noktalarm da
kazanan durumlar: temsil ediyor olmasimm gerek-



tirir. Simdi timevarimmla kaybeden durumlarin
kiimesini karakterize edecegiz. ag = by = 0 diye-
lim. " {ag, bo} kaybeden bir durum oldugu gibi,
bo = ag + 0°dir ve & koordinat1 sifirdan kiiciik ya
da egit olan biitin kaybeden durumlar {(aq,b¢)}
kiimesine aittir. Simdi pogitif bir n tamsayis:
igin, kaybeden durumlardan olugan

{{a0bo), (a1, b1), (b1, @1),
.- ~:(an-1; ﬂ—-l):(bn—-ls an—-})}

kitmesinin ¢ koordinati- ay..; den kiigiik ya da
egit olan biitin kaybeden durumlarn icerdigini
ve her kB € {0,1,...,n — 1} icin bp =
ap + & oldugunu kabul edelim.
0,81,01, 82,03, .., Gp-1, by—1} kilmesine ait ol-
van en kiiciik pozitif tamsayi ve b, = a, + n
n. Simdi (an, b, )’ nin kaybeden bir durum
; gunu gostereceffiz. Bunu yaparsak, ¢ koor-

dinati g, olan bagka kaybeden durum olmamas:
ve timevarim varsayum nedeniyle,

{{‘3{3@ §0)7 (511, &1)) {bls &1), ey
g:@n-i; 572‘—-1)’ (bnfi; an«i): (am; b’n)a (én;an)}

kiimesi,

@ koordinat: a,’den kiiciik ya da

egit olan tim kaybeden durumlan igerecek ve

dolayisiyla kaybeden durumlar kiimesi karakter-
ize ﬂchhm§ olacaktir. ~

Once bir 0 Lz <ay zamsa,yxsz igin. (2, by)
noktasmin kazanan bir durumu temsil etmedifini
farzedelim. - O zaman z = d; ya da z = b
olacak gekilde bir & € {0,1,...,n;} bulunur.
Hem: (ag,br) hem de (b, ) kaybecien éumm»
lar oldugundan {(ay,9) € Z% : y # b1}
{(br,y) € Z2 : y # a1 } kilmesindeki biitiin nok-
talar kazanan durumlan temsil eder. Dolayisiyla,
va {az;b,) kaybeden bir durum ve b, = by, ya
da (bg,b,) kaybeden bir durum ve b, = a; olur.
ar < a@n ve k < n oldugnu icin, birinci durumda
bo = b = ar + k < an +n = b, celismesi, ikin-
ci durumda ise b, = ap < an < b, celismesi
elde edilir. Dolayisiyla {(z,b,) € Z2 : 2 < a, }
kiimesindeki biitiin noktalar kazanan durumlan
temsil eder. ;

Simdi de (an,y) kazanan bir durum ol-
mayacak gekilde bir 0 < &, tamsayisinm bu-
- lundugunu farzedelim. y < a, ise, ¥y = a; va

da y = b olacak gekilde bir k € {0,1,---,n~ 1}
- bulunur.  (ag, bx) ve (bg,ar) kaybeden durum-
lar oldugundan, ya (an,a;) = (bk,a;k) va da
igq\&;,) = (ag,by) olur. Oysa a, # by ve a, # ay
oldugu icin, bu durumda istenen celigme elde
edilir. Simdi de y > a, oldugunu kabul ede-
Lm. Bu durumda, b, = a, + n ve dolayisiyla

. @, saysi,
1

{=y—a, <n olur. Ancak (a;, ) kaybeden bir
durumdur ve y = z + [ dogrusu istiinde Z2 ’ya
ait (a7, &) digindaki biitiin noktalar kazanan du-
rumlar temsil eder. Bu yiizden (an,y) = (a7, b)
olur ki, bu da a, # a; ile ¢eligir. Dolaysiyla
{(an,y) € Z2 : y < b, } kiimesindeki biitiin
noktalar da kazanan durumlar: temsil eder. Ben-
zer bigimde, {(z,9) € Z1 : y = =z = n,z <
8, } kiimesinin de biitliniyle kazanan durumlar-
dan olugtugu gorilir. Sonug olarak, (e,,b,) den
hareketle tek hamlede ulagilabilecek tim durum-
lar kazanan durumlar oldugu i¢in, (a,,b,) kaybe-
den bir durumdur. Cézlimii tamamlamak igin
once agafidaki teoremi kamtlayacafiz: a ve 8,
=+ /‘é’ = 1 kosulunu saglayan pozitif irrasyonel
sayilar olsun. O zaman her pozitif tamsayi, [na]
ve [nf] (n € ZT ) sayilarindan tam olarak birine
egittir. S ={ne:neZ*}U{nf:necZt}
diyelim. &’ye ait tiim sayilar birden biytk ir-
rasyonel sayilardir. N herhangi bir pozitif tam-
say1 olsun. S’ye ait N’den kiigiik elemanlar,
o, 2y .., g%’f}a,ﬁ, 28,..., g%gﬂ’dxr. . Bunlarnn
sayist ise, [&] + g%ﬁ ‘dir. o ve B irrasyonel
olduklan igin E-1< ] < % ve 1<
[#] < & olur. Buradan da £+ % =1 oldugu
icin, No2 < [Z]+ 4] < w elde edilir,
Dolayisiyla [£] + [] = ¥ = 1dir. Her N
pozitif tamsayis: icin ‘\“ ‘ye ait N ’den kiglk ele-
man sayisinin N -1 »33*9 as1, her k pozitif tam-
i ) S've a;ttam olarak
Bu da,

aﬁe ez‘dir.

Sim{ia t = {1 ++/5) olmak lizere, @ = ¢

S
= t? alalim.  zaman o ve ,6’ irras-

ve (@ 3

yonel Sa}’ii&? s‘im*. ‘%}’rma t? = 2(3 +45) =
t+ 1 ve dolayisiyla = + 3 = & + B = Ddir.
Yukarnidaki teoreme gdre her pozitif tamsayi, [nt]
ve [at?] (n € Z7%) sayiarindan tam olarak

birine egittir. Dolayisiyla her n pozitif tam-
sayst igin, {0,[¢],[¢%], ..., [(n— 1)t*]} kiimesine
ait olmayan en kiigtik posz tamsayr [nt] dir.
Ayrica {niz]} = [n(t + )] = [nt] + n’dir. Bu iki
ozellik ise (an,by,) dizisini tammlayan ozellikler
oldugundan, her n € Z* icin, a, = [nt] ve b, =
[n?] olur. Z2 ’ya ait her noktanin ya kaybeden
ya da kazanan bir durumu temsil ettigi kolayhkla
goriitlir, Baglangictaki kibrit dagilum: kazanan bir
durumu temsil ediyorsa birinci, kaybeden bir du-
rumu temsil ediyorsa, yani ([nt],[nt?]) ya da
([n¢%], [nt]) bigimindeyse, ikinci oyuncu oyunu
kazamir.



