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MUKEMMEL SAYILAR UZERINE

Sedat IThan *

Tamim 1. Bir M pozitif tamsayisimmn biitin
pozitif bolenlerinin toplammi G(M) ile ifade ede-
Iim. M bhari¢ ve 1 dahil olmak iizere, M ’nin
pozitif bélenlerinin toplamu M ’ye esit oluyorsa,
M sayisina mikemmel (yetkin) say denir.

Bir bagka degisle, M pozitif tamsayisinn
biitiin pozitif bélenlerinin' (M dahil) toplam,
M 'nin iki kati oluyorsa M ’ye miikemmel say1 de-
riz. Buna, 6,28,496,8128,... gibi sayilar1 ornek
olarak verebiliriz. )

Simdi de bir saymin miikemmel olmas i¢in
hangi kosullar: tagimas: gerektigini aragtiralim.,

(1) M bir asal say1 ise M miikemmel olamaz:
G(M) = M+1¢2M dir.

(2) M = p® (p asal) ise M miikemmel oIa—‘

maz: G(M)=1+p+p®# 2°.

_ Daha genel olarak, M = p® (p asal ve a
bir dogal say1) ise, M miikemmel olamaz. M ’nin
biitiin pozitif bélenlerinin (M harig) toplamu

2 a1 p*—1
l+p+p’+-4p*l= ;—_—1#19“
seklindedir.

(3) M=p%" (pvegasal, g£pveabeN)
sayisi da her zaman mitkemmel olmaz, c¢iinki
M ’nin pozitif bolenlerinin (M 'nin kendisi dahil)
toplami

GM)=(L+p+p" +5°+ -+
A+g+@+@+-+4") #2M

olacaktir. Ancak a =1, ¢=2 ve p=20t1 -1
ozel halinde G(M) = 2M olup bu hal diginda
M milkemmel olmaz. Sonugta M = 2n(2n+! —
1) sayisi, 2"t} — 1 asal oldugu zaman daima
mitkemnmeldir diyebiliriz:

G(M) = G@") Gt _ 1)

2n+1

= -—2—-~—(1 +27t o)
= 222 - 1)) =2M.

Hemen su soru aklimiza gelebilir. “Hangi
n’ler icin 2"*! — 1 sayis1 asaldir?” Bu soruya
verecegimiz ilk yanit, “n + 1 asal ise 27+ — 1
sayist asal olur” diye olursa bir yanilgiya varirz.
Cinki bu say: her zaman asal olmaz. Ornegin,
n tamsayisimi 22 olarak alirsak n + 1 sayisi asal
oldugu halde 223 —1 = 8388607 = 47-178481 asal
olmaz. Boylece de 222(2% — 1) sayis1 miikemmel
olmaz.

Soz konusu olan bu soru, gilinlimiize kadar

- ¢ozlimii - yapilamayan agik sorulardan biridir.

Ustelik miitkemmel sayilarii sonsuz sayida olup
olmadig bile agik bir sorudur.

Mersenne sayilar dedigimiz, p asal olmak
tizere, M, = 2P — 1 seklinde yazilip asal olan
sayilar ile miikemmel sayilar arasmda bir iligkinin
var oldugunu soylememiz yanhs olmaz. Ciinki
p = 2,3,5,7,13,...,216091,... degerleri igin
M, ’nin asal, dolaymsiyla- M = M,(2°~1) sayinin
mitkemmel oldugu bilinmekte, ama p < 216091
digindaki p asal sayilan igin M, nin asal olup
olmadigi bilinmemektedir.  Buradaki Moisger
sayist 65050 basamakl bir sayidir [6].

Biitiin bunlardan mitkemmel sayilarin bir
gogunun ¢ift olduklarinmi soyleyebiliriz.  “Tek
miikernmel sayilar var midir? sorusuna verecegi-
miz cevap “bilinmiyor” olmakla beraber, bu sayi-
lar hakkinda cesitli yaklagimlarda bulunabiliriz.

Tanum 2. Ne 1, ne de M dahil;, M sayisinm
bitin  pozitif bélenlerinin toplami M ’ye esit,
veya M ’nin bitiin pozitif bélenlerinin toplam
2M + 1 oluyorsa, M sayisina bir PM1 say-
sidir deriz. - Eger M sayisuun- bitin  pozitif
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inin toplami 2M — 1 oluyorsa M sayisina
sagist denir.

Simdi, F(M) = 2M ~ G(M) ile M nin

farkimi tamimlayalim. Bu tanim altinda
2l F(M) =0 ise M sayis1 mitkemmel olur;
| {0} F(M)= -1 ise M sayis1 PMI olur;
e} F(M) =1 ise M saywsi PP1 olur.

Yukarida ya.zdlklarlmizdan ag;aélda.ki s0-
nuglary ¢ikarabiliriz: )

i. Eger M bir PMI1 sayISI ise, M bxr tek
karedir. Yani, p;’ler asal ve p; # 2 olmak tizere,
M= pi"ipgn"‘ - p2™ olur [3].

Bundan sonra verecegimiz
PM1 sayis1 M ’yi boyle digtnecegiz.

2. F(L) <0 ve M = kL (k € Z%) ise,
r{‘»f) < F(L) olur. Ozellikle F(K) < 0 ise,
L’nin higbir kat: PM1 olamaz [3].

‘3. Bger N bir PM1 sayisi ise,

sonuclarda,

[(p P )(p?—l_wpf—l)}
A\pm-1 p -1 ot p3

1 b1 . Ps )
<2+"“<(‘"‘ R —
- N p1—1 ps — 1

saglanir [bf2].
4. M = Np®™, p{ N, p asal, ve M bir PM1

sayist ise,

_;Z_A_[_ - E< pk< _;2;_1_\/‘;_

F™) T pSPTE
saglamr. Ozellikle

_;2;]_\[; _ E < p < Ef_

F(NYy 3~ F(N)

gergeklenir. Bu sonug, M sayisimn PP1 olmas:
halinde de dogrudur [3].

5. (1,107) arahinda higbir PM1 sayis1 yok-
tur [2]. ;

6. 2’nin her kuvveti PP1’dir; ¢tinki M = 2"
ise G(M) = 2"t — 1 olur ve

FM)y=2M-GM)=2-2" - ("' =) =1

saglanir.

7. N bir PP1 sayis1 ve 2N — 1 asal olmak
dzere, M = N(2N — 1) ise, M mukemmeldlr
gunku

G(M)= G(N)G(?N— 1)=G(N)2N =(2N-1)2N
olur ve F(M) =2M — G(M) = 0 saglanir.

ILHAN

Editorin Notu. Yazar, Mersenne sayilar ile
yetkin sayilar arasinda bir iligkinin oldugunu soy-
lemenin yanhs olmayacagin soyliiyor. Gercek-
ten de oyle! Oklit ve Euler tarafindan kanitla-
nan ve Mersenne sayilan ile yetkin ¢ift sayilar
arasimnda bire bir iliski kuran su teoremin kanit:
ve agiklayic1 ornekler [4]’te var.

Teorem. n bir ¢ift tamsay1 olsun. n ’nin yetkin
olmast igin gerekli ve yeterli kogul, p ve 2F — 1
asal olmak iizere n’nin n = 2P~ 1(2P — 1) seklinde

yazxfabdmeszdzr

Bilinen en buyuk Mersenne sayist 756839.
Sonsuz tane Mersenne sayisinin var oldugu ileri
sliriilmesine kargin bu heniiz kamtlanmamsg bir
sav. Yetkin say1 tanimi M. 0. 300 yillarinda Oklit
tarafindan verilmis. Oklit 23 yiizyil dnce tiim
yetkin sayilarin ¢ift sayilar oldugunu ileri siirmis,
ama bugiin hala bir tek saymin yetkin olup ola-
mayacagini bilemiyoruz. Ancak bir tek saymmn
yetkin olmasi igin gerekli kosullar kanitlanmus.
Ornegin, (eger varsa) tek ve yetkin bir saymmm
en az sekiz tane asal bdleni olmasi ve en az yuz
basamakh olmasi gerekiyor. Ancak bu sayilar
hakkindaki en carpici sonug Euler’in su teoremi:

Teorem. n bir tek ve yetkin tamsayr ise, p,
q1,---,9r asal ve p = a =1 (mod 4) olmak tizere
n = pog2tig2ta ... g2 seklinde yazilabilir.
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