FERMAT VE EULER TEOREMLERI UZERINE

UYGULAMALAR

Emre Alkan *

Fermat ve Euler teoremlerini daha once
kamtlariyla beraber vermistik [1].
lerin kullanihgim sergilemek amaciyla bu yazids
bir dizi uygulama yapacagiz. Bu yazida say1 ke-
limesi tamsay: anlaminda kullanilacak.

Lemma. (a,m) = 1 olsun. ¢*. = 1 (mod m)
olacak gekildeki en kigiik = sayisi n olsun. a* =
1 (mod m) ise n | k olur.

Kamit. o = 1 (mod m) oclacak gekilde en
kiiciik bir & sayis1 vardir, ¢iinkii Euler teoremiyle
a¥™ = 1 (mod m) oldugunu biliyoruz. Bu
en kiiciik say1 n olsun. Bolme algoritmasiyla
k= gn+7r (0< r < n) yanlabilir. Bdylece
af = o™+ = a” = 1 (mod m) elde edilir. n en
kiigiik pozitif say1 oldugundan r = 0, dolaysiyla
n | k elde edilir.

Problem. p bir asal say1 ve (p,m) = 1 olmak
lizere n = p*m olsun. p | 2" — 1 ise, p | 2™ — 1
oldugunu gosteriniz.

Coziim. n = pt olsun.
9P _ = (2 - 1)(2@—1)? + 2(”‘2)10 +ee k204 1).

Fermat tecremiyle 2° =2 (mod p) oldugundan
p; 2P.— 1’1 bolmez. Boylece

p|20=Dp 4 olt=2p 4 . yop
Kolayca
t=Vp polt=2)p L ... p 9P 1=
2714924 4241220~ 1 (mod p)

oldugundan, p | 2¢ — 1 elde edilir. " Bu sonucu
yineleyerek p | 2™~ 1 elde ederiz.

Problem. n> 1 ise n, 17 bélmesz. -

Coziim. n > 1 ise n asal ¢arpanlarina
ayrilabilir. En kiiciik asal ¢arpan p olsun. n =

pPpft . pEr yazahm. n | 2% — 1 kabul edelim.
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Boylece 2" = 1 (mod p) ve Fermat teoremiyle
2?1 = 1 (mod p) elde ederiz. Lemma ile 2¥ = 1
(mod p) olacak gekilde en kiiciikk & > 1 sayisi
vardir. k = 1 olamaz; & | n ve k| p—1 olur.
Fakat bdyle bir & sayisinin olamiyacagi agiktir.
Dolaywsiyla n, 2™ — 1’1 bolmez.

Problem. ny, ng,...,n; pozitif tamsayilarr igin
ny 2" — 1, ng | 27 — 1, ..., npoy | 27 — 1
ve ng | 2" — 1 ise, ny = nig = - =g = 1
oldugunu gosteriniz.

Coéziim. n; > 1 olsun. n; asal ¢arpanlarna
ayrilabilir. nq’in en kiigiik asal ¢arpami py ol-
sun. p; | 22 — 1, yani 2"2 = 1 (mod p); ve
271=1 = 1 (mod p); Fermat teoremi sayesinde
yazilabilir. Lemma ile 2¢ = 1 (mod p); olacak
gekilde en kiigiik bir d > 1 sayis1 bulabiliriz. Bu-
radan su elde edilir: Oyle bir p, asal sayis1 vardir
ki po | no ve p2 | pr — 1. Bu akil yiiriitme
devam ettirilerek gbyle bir asal sayilar dizisi bu-
lunur: ps [ ng ve ps | pa—1, ..., pr | ny ve
Pk | pr—-1—1. Ve nihayet ng | 2™ —1 oldugundan
e | 2" — 1 olur ve bundan dolay: 6yle bir asal
p' | ny vardir ki p | pr — 1 olur. Boylece
n=1>py, pp—1>ps, ...spr—1>pp ve
pr—1 > p' elde edilir. Fakat p’ > p; oldugundan
bu durum miimkiin degildir. Dolayisiyla nq =1
boylece ny = ng = --- = n; = 1 elde edilir.

Problem. Bir m pozitif sayis1 veriliyor. M,
26 —2m — 1 (k = 1,2,...) seklindeki sayilarm
kiimesi olsun. ~ M ’nin herhangi iki eleman:
arasinda asal bir sonsuz alt kiimesi oldugunu
gosteriniz.

Coziim. Istenen alt kiimeyi tiimevarimla ku-
racagiz. Herhangi bir a; € M ile baghyalm.
Kabul edelim ki ilk n say1 aj;as,...,0, € M
sartimi saglasin. @,y iginy (@np1,6) = 1
(i=1,2,...,n) olmaldir. ai,as,...,a, eleman-
larinin hepsinin asal ¢arpanlara ayriliginda gegen



ssal sayilar py,p2. ..., pr Olsun.

Gy = 2P DE2=1) - pe=1) _gm g

a2k segelim. Eger (ant1,8:) > 1 ise
.7} iginde bir j icin p; | ang1 olmaldir.

gim=Dpa=1)(pr=1) = gm +1 (mod p])

edilir.
nat teoremiyle yazilabilir.

Ote yandan 2?’3‘1 =1 (mod pi)
Bu iki denklik-

ki bu mumkin degildir. {an4+1,a:) = 1 olur.
Dolayisiyla tiimevarimla” M 'nin boyle bir sonsuz
alt kiimesinin varhg anlagilir.

Problem. (1990 Uluslararasi Matematik Olim-
pivadi) n? | 2" + 1 olacak sekildeki tiim n > 1
s‘au!anm bulunuz.

Coziim. n? |27 + 1 ise n [2" + 1 olur. n > p
ise 3| n oldugunu gorelim. n’nin en kiigiik asal
carpam p olsun. 22" = 1 (mod p) ve 27! =
imod p) Fermat teoremiyle yazilabilir. 2¢ =1
{mod p) olacak sekilde en kiigiik bir d > 1 sayist
vardir. d | 2n ve d | p — 1’den kolayca d = 2
elde edilir. Dolaywsiyla ' p = 3 ve 3 | n olur.
n=3%d, (d,3) =1 ve k > 1 alahm. 3% |23 d+l
xazﬂablhr Carpanlara ayirma ile

k-1
=@+ LT -2 40)
t=0 -

gfézﬂabi]ir, Sunlar: gozleyelim:

9324 _ 93 4 1 = 93" _9=0 (mod 3)

ve 234 =2 (mod 9) ise, (=1)? = 2 (mod 9) olur
ki bu miimkiin degildir. Ote yandan (d,3) =
1 oldugundan 29 = —~1 (mod 3) ve 2¢ # —1
{mod 9) olur. Boylece 93t 4 1, tam olarak 3%+!
ie bolunur. Kolayca 2k < k+1 ve k > 1’den
k.= 1 elde ederiz. = 3d seklinde. olmahdir.
d > l.ise d’nin en kuguk asalgarpami p; ol-

sun. Kolayca 223% = | (mod p1) ve 21~ “l=1

{mod p;) Fermat teoremlyle yazilabilir. Ote yan-
dan p; > 5 olmahdir. 2% = 1 (mod p;) olacak
sekilde en kiigiik bir.a > 1 says1 vardir. a | 6d
ve a | p~ 1 oldugundan a = 2, 3 veya 6 olur.

=2ise py =3 olur. e=3 veyabisede py =7
elde edilir. Fakat her s € Z*t igin 7 2° + 1
oldugundan, d > 1 olamaz; d = 1 elde edilir.
n? | 2" +1 olacak gekildeki tek say1 n = 3 olarak
bulunur.

n 2"+ 1 =1 (mod p;) ve p; = 2 elde edilir
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Problem. « ve b pozitif saytlari i¢in, 2a - 1,
2b—1 ve a-+b asal sayilar iseler, a-+b’nin a®-+b*
ve a® + b sayilarm: bélmedigini gosteriniz,

Cozum. (a,a-%—b}:(_b‘a+b):(ab;a+b):1 ve

a+b | (a®+b6")(a?+5%) = a®Fo b+ 4 (ab)+(ab)®
olur. a > b ve Fermat teoremiyle
it =g+ b =0 (mod a+b)

kabul edebiliriz. Kolayca {ab)*~® = —1 (mod a+
b}, yani (ab)z" % = 1 {mod a + b) elde edilir.
Ote yandan yine Ferma? teoremlvle (ab)ett-1 =
I (mod a + b) olur. (ab)® = 1 (moda + b)
saglayan en kiigiik bir d sayisi vardir. d = 1 ise
ab=1 (mod a+b) ve (ab)*~? =1 (mod a+b)
olur ki bu miimkin degildir. d | 2a — 2b ve
d | a+b— 1’den kolayca d | 2(2a — 1) ve
d] 2(2b—1), 2a—1 ve 2b—1 de asal oldugundan
=2 buluruz. (ab)?=1 (mod a+b) ve ab# 1
(mod a + b) oldugundan ab = —1 (mod a + b),
yani @ + b | ab + 1 elde edilir. Ote yandan
a+bla?+ab, a+b|(a=1)(a+1), ve a+b asal
oldugundan a"-!# bla—1veyaa+b|la+1 elde
edilir ki her iki durum da mimkin degildir. '

Problem. a,m pozitif sayilart igin zp = 1 ve-
Tny1 = @~ olacak gekilde bir =z, dizisi tanim-
laniyor. Oyle bir N pozitif sayismin varligini
gosteriniz ki N < h <k icin x, = 2y (mod m)
olsun [7].

Coziim. (a) = {a,a?, a5, ...} kilmesi (mod m)
de periyodik olur. Penyot: uzunlugu b olsun. Bu
kumede periyodik olmayan terimler olabilir, ama
belli bir sinirdan sonra kiimenin kendisi periyodik
olmalidir. Belli bir a* ’den sonra :

= @’

zy =a® ve zr = a®

oldugundan ry = 2z {mod m) ancak ve ancak
Tho1 = wp—: {mod b) elde ederiz. (a,m) > 1
ise a® =1 (mod m) olacak sekilde bir z pouzitif
sayisi yoktur. Boylece b < m olur. Ote yan-
dan (a,m) = 1 ise, Euler teoremiyle a®(™) = 1
(mod m) olur ki bundan yine b < ¢(m) < m
elde edilir. Dolayisiyla bu akil yiiriitme tekrar-
lanarak, elde edilen modiil tabanlarn azalan bir
dizi olugtururlar. Sonlu sayida adimdan sonra
(diyelim ki ¢’yinci adun) #p_y = 2. (mod 2)
egdeger kogulu elde edilir. Fakat (mod 2)’de
dizinin tiim terimlerinin, ‘g -terimi harig, denk

[18]
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olacagl aciktir. Eger N sayisi, N > i olacak
sekilde secilirse istenen NV < h < k igin @) = &
{mod m) elde edilir. :
Simdi N < h < k ve &, = 2p (mod m)
olacak gekilde bir N bulmak istiyoruz. Azalan
bir modil dizisi bulduk. Béylece (mod 2)’ye
indirgeme en fazla m adimda biter. Fakat her
adimda bir sonraki modiile gegebilmek i¢in bazi
sartlar vardir. z, = zk (mod m) ise zp-y =
zr-1 (modd), a® = o/ (mod m) ve i < j olacak
sekilde en kugiik say: ¢ ise, 253 > 7 olmaldir ve
bu gart her adimda olmalidir. Elde edilen azalan
modil dizisi b,by,bs,...,b; olsun. Her defasinda
a' = o (mod b;) ve i < j olacak sekildeki en
kiigiik 7 sayist igin ¢ < b; < m olur. Simdi

baglangig i¢in 'yl zp = a®  olarak se¢ebiliriz.

gz““' > m olacak gekilde bir # sayis1 bulabiliriz.
Indirgeme en fazla m adim stirebileceginden (her
adimda bir a eksiliyor), 25’yi zp = a® s
olarak segeriz. A — 1 = z 4+ m. olacagindan
N =z + m+ 1 almak igimizi gortr.

Problem. a,b pozitif sayilar ve p asal olmak
lzere, a® = b (mod p) ise, o = ¥ (mod p?)
oldugunu gosteriniz.

Coztm. Fermat teoremiyle a?
b = b (mod p) oldugundan, a
pla—b elde ederiz.

mod p) ve
mod p) ve

=a
=b(
a? b = (a—b)(a"~ 4+ aP " Zb4- - LabPT I b

ve i = 1,2,...,p i¢in aP~"l = @P~1 = |
(mod p) oldugundan,

a? — bP
a—1b

p

elde edilir. Dolayisiyla a? = ¥ (mod p?) olur.
Burada (a,p} = (b,p) = 1 oldugunu kabul ettik.
Eger pla vep|bise pP |a? — b olur ki p> 2
oldugundan yine a® = b* (mod p?) elde ederiz.

Simdi Euler teoreminin bir genellemesini
verecegiz. Once bir Lemma.

Lemma. n pozitif sayisinm pozitif bir boleni d
ise, n — ¢(n) > d ~ ¢(d olur.

Kanit. Sol taraf n ile ortak asal bolent olan

saydarm saymsidir.  Sag taraf da aymisekilde be-
lirtilebilir. - d | n oldugundan-d ile ortak asal

boleni olan bir sayinin, n ile de ortak asal boleni-

olacaktir.

Teorem. Herhangi a ve m pozitif sayiar: igin
@™ = a™ ™) (mod m) olur.

Kamt. m | a™%(M)(q%™) — 1) oldugunu gore-
cefiz. m = pi*- --pf}qu‘ . qu" olacak gekilde
carpanlara ayiralim. Burada py,p2,...,p, a'nin
da asal bolenleri olsunlar. 7 € {1,2,...,k} i¢in

Euler teoremiyle a®@®) [ a®(m) — 1 ve qf‘ |

el oldugundan, ¢%* | am=#(m)(g#(m) _ 1)

elde ederiz. Simdi bir p{* alalim. pf* | a™~#(™)
oldugunu gosterecegiz. p; | a oldufundan o; <
m — ¢(m) oldugunu gérmek yeter. Lemma ile
m— $(m) > pif* — ¢(pf*) = &1 elde ederiz.
pi > 2 oldugundan 2%-! > o; oldugunu gormek
yeter. n > 1 i¢in 2"~! > n oldugn tiimevarmla
gosterilebilir.

Su sonucu daha dnce géstermigtik [2].

Teovem. Tamsay: katsayili, sabit olmayan bir
p(n) polinomu, belli bir sinirdan sonraki her n
sayisi igin asal olamaz.

Bu sonucu benzer daha ilging bir teoremi
gosterecegiz.

Teorem. 1 <ay<as < -+ < @, tamsaylar ve
Qj(x) ’ler tamsay: katsayill polinomlar olsun.

F(n) = Qu(n)al + Qa(n)ah + -+ Qm(n)alk,

ise, f(n) sonsuz sayida tamsayr n igin asal
deferler almaz. (n — oo iken f(n) — oo oldugu
kabul ediliyor.)

Kanit. Tersine f(n)’nin belli bir sinirdan sonra
hep asal oldugunu kabul edelim. f(n) — oo
oldugundan dyle bir n bulunabilir ki p asal ol-
mak tzere, f(n) = p > ap olsun. Her k tam-
sayistigin Q;(n+kp) = Q;(n) (mod p) oldugunu
biliyoruz. Ote yandan (a;,p) = 1 oldugundan,
Fermat teoremiyle a.g"l = 1 (mod p) yazabili-
riz. Bu iki sonucu aym anda kullanabilmek igin,
f(n + kp(p — 1)) sayilarmna bakilirsa,

fn+kp(p—1)) = f(n) (mod p)

oldugu goriiliir ki f hep asal kabul edildiginden,
f(n+kp(p — 1)) = p elde edilir. Buise n — o
iken f(n) — oo olmasiyla ¢eligir.

Simdi Fermat teoreminin tersinden bahse-
decegiz. a,m pozitif sayilarr igin, ™! = 1
(mod m) ise m asal olur mu? Bunun her zaman
dogru olmadigim gorelim.



Teorem. a pozitif bir sayr ise, o™~ ! = 1

{mod m) olacak sekilde asal olmayan sonsuz tane
m sayist bulunabilir,

Kant. (a,p) =1 olacaksekilde bir p > 3 asal
sayist alahim.

o @1 (a1 (a1
mTEeor T \ao) e

olsun; m asal degildir.  Kolayca, a* = 1
{mod m} olur. Eger 2p | m — 1, egdeger olarak
2p(a® = 1) | (@ = (et 4 1)

olmasini saglarsak teorem kanitlanmis olacak.
Fermat teoremiyle, p | ~a”‘“1 — 1. éte yandan
»— 1 ¢ift oiacagmdan a?—1|a" =1, vep
lzerine p1a? — | sarts da getirilirse, pla? — 1) |
aP~1—1 elde edilir. 2 | a?(a?~1+1 oldugu agiktir.
vt ala® — 1) olacaksekilde sonsuz tane p segimi
bulunacagindan teorem elde edilir.

Tanm. o™ !'=1 (mod m) ve m asal olmaya-
cak sekildeki m sayilarina yalanct asal denir. -

Su sonug Fermat teoreminin tersi olarak
kabul edilebilir. .
F(modm), ¢ <m=1 ve
(mod m) ise, m asaldir.

Teorem. a™~! =
zim—1icin a® £ 1
Kamt. a® = 1 (mod m) olacak sekilde en
kiiclik bir d sayst vardir. d | m — 1 olacagindan
= m — 1 olmahdir. Ote yandan (a,m) =
1 oldugundan, FEuler teoremiyle a%(™) = 1
(mod m) yazilabilir ve kolayca m—1 | ¢(m) olur.
Fakat ¢(m) < m— 1 oldugundan ¢(m)=m ~ 1
olur ki bu m’in asal olmasi demektir.-

Problem. n > 3 bir tek say1 olsun. p l 2¢(n) 1
ve p t n olacaksekilde bir p asal sayisun. var
oldugunu gosteriniz [5].

Cozlim. n = p’fip’;? -<-pF" ve p;’ler asal olsun.

ki—1, ko—1

o(n) =pi*Tipsr Tt pEe T = ) (pr = 1)

olur. 2Pi=1(rr=1) _ 1 gaviqint ele alahm. Bu
saymin py,pa2,...,pr saylarindan farkli bir asal
boleni oldugunu gosterirsek,

9(Pr=1)(pr=1) _ 1 98(n) _

olacagindan problem sonuglanmig olur. Eger her
t=1,2,...;r i¢in p; > 5 saglanirsa, kolayca
1 E 7‘?" D-(pr=1) _ I elde edilir. Bu halde isimiz

biter.

(b)) =
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Oteki durumda genelligl bozmadan p; = 3
kabul edelim. Elimizdeki say1 22(P2=1)(pr=1) _ 1
olur; veya n saymsinda 3’ten bagka asal say1 yok-
tur, yani n = 3% ’tir.

92pa=1)(pe=1) _ | — _
(22— 1) (pr=1) gy (9p2=1)(pr=1) 4 1)

R b
ve (a,b) = 1 olur. Ote yandan Fermat teo-

remiyle paps - py |-a elde edilir. 5 =2 (mod 3)
oldugundan 3 4 b. Ayrica i = 2,3,...,r i¢in
pi | '@ oldugundan, b sayisinin yeni bir asal bolene
ithtiyaci vardir: pyy; | b. Kolayca® Pr1 [ 2¢(n) — 1
ve pryq {1 olur.
n=23°F durumunda ise, k> 1 ise
99(n) L1 =923

olur. k> 2ise 7]2%") —1 ve 71n elde edilir.
k = 1 ise n = 3 olmak iizere problemin sart:
saglanmaz. Dolayisiyla n > 3 olan her tek n
sayisi igin p | 2#0") — 1 ve p{n olacak sekilde bir
p asal sayisi vardir.

Fermat ve Wilson teoremleri ayni teoremde
birlegtirilebilirler [3]:

Teorem. (Leo & Moser) Her a pozitif sayisi ve
p asal sayist icin p | (p — 1)la? + a olur:"

Kamt. (p—1)la? +a = —a” +a = 0 (mod p)
Fermat ve Wilson teoremleriyle elde edilir. Ter-
sine her a i¢in p | (p— 1)!a® +a ise a = 1 alarak
p | (p— 1!+ 1 Wilson teoremiyle elde edilir.
Boylece p | (p— 1)la? + a? ve p | a? —a elde
edilir ki bu da Fermat teoremidir:

Not. [1]’de sondan bir nceki teoremde ¢(ab) =
(a)p(b) oldugunu gosterirken nasil ¢(ad) <
#(a)p(b) elde ettigimizi belirgin bir sekilde gdyle
gosterebiliriz: (z,ab) = | ise (z,a) = (z,b) = 1
olur.  Ju halde z = #; (mod a) ve z = s
(mod b) yazlabilir. (a,d) = 1 oldugundan Cinli
Kalan Teoremi’yle bu sistemin bir 'z c¢ozimi
vardir ve z, @ ve b’nin lineer kombinasyonu
olarak yazilabilir. 2 = 1 {(moda) ve z =0
(mod b) denkliklerinden =z = bt ve bt = 1
(mod a) olacak sekilde bir ¢ bulunabilir, ciinki
(e,b) = 1’dir.. ({,a) = 1 oldugundan ¢ €
{r1,72,. ... 74(a)} . Benzer sekilde z = 0 (mod a)
ve £ = 1 (mod b) denkliklerinden z = at' ve
at’ =1 (mod b) olacak gekilde bir ¢’ bulunabilir;
1 oldugundan ' € {s1,s2,...,550)}




Simdi 6 =1 (moda), ' = 0 (moda), t =0
(mod b) ve at’ =1 (mod &) denkliklerinden

btr; = r; (mod a) at’s; =0 (mod a).
btr; = 0 (mod b) at’s; = s; (mod b)
bulunur. Bunlar taraf tarafa toplanarak btr; +
at's; = r; (mod a) ve bir; +at’s; = s; (mod b)
elde edilir. Kolayca (tr;,a) = 1 ve (t's;,0) = 1
oldugundan, z = as; + br; bigiminde yazihr ve

¢(ab) < ¢(a)g(b) olur.

- Gene [1]'de Euler Teorémi’nin 3. kanitinda
M’nin bir- grup oldugunu gozlemeye - caligtik.
(a,m) =1 olan her a i¢in azg = 1 (mod m) ola-
cak gekilde bir zo bulup zo = 2o (mod m) alarak
2o = a~! dedik. Burada (z5,m) = 1 oldugu be-
lirtilmelidir. (29, m) = 1 oldugundan (2o, m) = 1
oldugu agiktir. Ters elemanin varhg yetmez, o el-
emanin ayrica M ’nin bir elemani olmas gerekir.
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PROBLEMLERLE EGLENELIM (MIi?) (III)

1. Bir saymn 7, 11 veya 13 ile boliinebilmesi
icin gerekli ve yeterli' kogulun saymimn ba-
samaklannt sagdan baglayarak d¢li grup-
lar halinde sirayla bir toplayip, bir ¢
kartarak elde edilen saymin 7, 11 veya
13 ile boliinebilmesi oldugunu kamtlayimz.
Ornegin, N = 48286615 alalim; 48 — 286 -+
615 = 377 ve 13 | 377 oldugundan, 13 | N
dir, fakat 74 N ve 114 N olur.

2. Bir saymin 10* + 1 ile boliinebilmesi icin
gerekli ve yeterli kogulun saymin basamak-
larm sagdan aglayarak &’h gruplar halin-
de sirayla bir toplayip, bir ¢ikartarak elde
edilen saymm 10% + 1 _ile boliinebilmesi

oldugunu kamtlaymiz. Ornegin, 7 — 55 +

48 =0 ve 101 |0 oldugundan 101 | 75548.

3. {a,b) =1 olmak tizere, bir saymm ab ile
boliinebilmesi i¢in a ve b ile boliinebilmesi-
nin yeterli oldugunu gosteriniz.

4. M, su kogullar: saglayan n x n matrislerin
kiimesi olsun:

(i) Birim matris I-€ M.

(ii) A,B € M ise, ya AB € M veya
—AB € M; fakat ayni anda AB ve —AB,
M ’de olamazlar.

(i) A,B-€ M ise, ya AB = BA ya da
AB = ~BA.,

(iv) A€ M ve A# 1 ise, AB = —~BA
kogulunu saglayan en az bir B € M vardar.

M kiimesinde n? tane matris oldugunu
kamitlayimz.

5. Burhaniye’de hi¢ kimsenin 13.000’den faz-
la sag teli yoksa ve orada 13.000’den fazla
kisi yagiyorsa, orada en az iki kisinin sag
tellerinin ayni sayida oldugunu kamtlaymz
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