PROBLEM SEMINERLERI

Bu seminerlerle ilgili daha ayrnntili bilgi
Nisan 1995 saymmizda verilmigti. - §imdi sadece,
TUBITAK, Bilim Adam Yetigtirme Grubu,
Atatirk Bulvan, No: 221, Kavakhdere, Ankara
adresinde saat 15:00’te yapildigmi ve mektupla
va da telefonla (Telefon: (312) 468 53 00 / 2201)
bagvurulabilecegini hatirlatalim. :

Seminerlere Haziran aymndaki tek sem-
inerden sonra ara verilip Ekim aymnda yeniden
baglanacaktir.

Problem Semineri 95/5, 3 Mayis 1995

i. f  zt > Z* fonksiyonﬁ‘ su gekilde
tamimlamyor: f(1) = 1 ve

g _ f(n)+2, f(f(")"‘n-\‘-l):nise;
fin+1) = {f(n) +1, degilse.

(a) f i¢in bir agk ifade bulunuz.
(b) f(f(n)—n+1)#nise, f(f(n)—n+1)=

n+ 1 oldugunu gosteriniz.
2. f:Z% — Z* fonksiyonu asagidaki gekilde
tammlaniyor:

=1
f(2n) = f(n), ;
flan+1) = 2f(2n + 1) - f(n),
f(An+3) =3f(2n+ 1) —2f(n).

f3)=3,

f(n) = n ve n < 1995 kosullarini saglayan pozitif
tamsayilarin sayisini bulunuz.

3. Sabit bir k- pozitif tamsayisi alalim.  f
ZT— Z* su sekilde tanimlamyor.

(1, . n < k+1 ise;
f(n)—{ F{f(n=1)+f(n—Ff(n=1)), " n>k+1 ise.

F};; dizisini ise su gekilde tamimlayalim: -

=) b eger m < k ise;
LA B ST Fok, egerm > k ise:

Bu durumda m > 1 ic¢in f(Fm+k) = F,
cldugunu kanitlayimz:

4. n € Z% icin, R2?’deki birim kareyi, her-

hangi bir yatay veya dikey dogru en fazla n

dikdortgenin i¢ bolgesiyle kesisecek sekilde parga-
layabilecegimiz maksimum dikdértgen sayisi f(n)
olsun.

{a}) 3271 -2 < f(n) < 3" — 2 oldugunu
gosteriniz.

(b) f(n) =3 271 — 2 olup olmacigim belir-
leyiniz.

Problem Semineri 95/6, 24 Mayis 1995

Agagidaki toplamlar: bulunuz:
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Problem Semineri 95/7, 7 Haziran 1995

1. Ug boyutlu uzaydaki noktalar1 her rengi

en az bir kez kullanmak tizere bes degisik renge
boyuyoruz. En az dort degigik renk iceren bir
diizlemin bulundugunu gosteriniz.
2. Dizlemdeki noktalar1 iki degisik renge
boyuyoruz.  Biitiin kogeleri ayni renge boyanrms
ve kenar uzunlugu ya 1 ya da /3 olan eskenar
bir {iggenin varligini gosteriniz.

3. Diizlemde herhangi bir nokta se¢ip,. bu
noktaya olan uzakhig irrasyonel bir say1 olan tiim
noktalari siyaha boyuyoruz. Bu yolla duzlemdeki
biitiin noktalar: siyaha boyamak i¢in boyle en az
kag nokta segmek gerekir?

-4, Diizlemdeki noktalari n degisik renge
boyuyoruz. Bu boyama igleminin, hangin
degerleri igin, aralarindaki uzaklik 1 olan aym
renge - boyanmisg herhangi-iki nokta: bulunmaya-
cak bigimde yapilmasimin miimkiin oldugunu be-
lirleyiniz.



COZUMLER

Bu sayimzda 95/2, 95/3 ve 95/4 seminer-
lerinin kisa ¢oziimleri yer almaktadir.

Problem Semineri 95/2

Yonetum: Ali Dojanaksoy, Selcuk Afeskan, Baris
Fidan

1. Ik olarak, verilen iki ¢emberi dik ke-
sen ¢emberlerin merkezlerinin geometrik yerini
bulalim.. Verilen  gemberler C, (K1, k1) ve
Co(K3, ky) olsun. C; ve C,’nin bu cemberleri
dik kesen bir ¢ c¢emberinin X merkezindeki
kuvvetleri aymidir. Bu gozleme dayanarak, énce
iki gembere gore kuvvetleri esit olan noktalarin
geometrik yerini bulalm. Pisagor Teoremi kul-
lamlarak X ’ten K; K, dogrusuna indirilen dik-
menin ayaginm bu dogru iizerindeki sabit bir
F' noktas1 oldugu gosterilebilir. Buna gore sdz
konusu geometrik yer K K,’yi sabit F nok-
tasinda dik kesen dogru {izerindedir. Yine Pisagor
Teoremi’ne gore bu dogru tizerindeki her noktanm

C1 ve Qyye gore kuvvetleri:aym olacagindan,
~aranilan geometrik yer (aym zamanda C; ve
C'yi dik kesen ¢emberlerin geometrik yeri)
ve Co 'nin merkezlerini birlegtiren dogruyu dik ke-
sen sabit bir dogrudur. Bu dogruya ¢; ve Cy’nin
kuvvet ekseni adi verilir.

Kuvvet ekseni, ¢emberler kesisiyorsa, kesi-
gim noktalarim birlegtiren dogru olarak kolayca
bulunur. Cemberlerin kesismemesi durumunda,
basit bir.gekilde kanitlanabilen Monge Teorermi’ni
kullanmamuz gerekir.

Monge Teoremi. ﬁg cemberin 1i¢ kuvvet ek-
seni, bu ti¢ ¢cemberin kuvvel merkez adi verilen
bir noktadan geger.

Kesigmeyen ¢; ve (,’nin kuvvet eksenini
bulmak icin 6nce bu iki ¢emberi kesen bir ¢
gemberi gizilir. (C;,C") ve (C, ¢’) ikililerinin
kuvvet eksenlerinin kesigim noktasi kullanilarak
C, ve Cy'nin kuvvet ekseni cizilir.

Bu agiklamalardan sonra, verilen ii¢ ¢em-
berin kuvvet merkezini belirleyebiliriz. Bu mer-
kez biitin ¢emberlerin “digindaysa, bu merkezi
merkez kabul eden ve yaricapr bu merkez-
den, ¢emberlerden herhangi birine ¢izilen tegetin
uzunluguna egit olan gember, verilen ii¢ ¢emberi
de dik kesecektir. Kuvvet merkezinin ¢emberlerin

birinin iginde kalmas: halinde ise problemin ¢ézii-

mu yoktur.

2. Problemin ¢oziilmilg oldugunu kabul ede-
lim. Verilen ¢ember ; verilen noktalar A, B, (C":
istenen tggen XY Z olsun. XZ, ZX, XY
dogrulan sirasiyla A, B,/ noktalarindan gegsin.
Cizim i¢in 4 yardimei noktadan yararlanacagiz:

Ny: AB’ye paralel ve X ’ten gecen kirigin
gemberi kestigi ikinci nokta;

Ny: YN; ve AB dogrulannin kesigtigi
nokta;

Nz:  NyC’ye paralel ve X’den gegen
kirigin ¢eraberi kestigi ikinci nokta;

N4y: CNy ve N1Nj3 dogrularmin kesigtigi
nokta.

(i) Cember igi aq bagintilarim  ve kirisler
dortgeninin ogellikieri kullamlarak (AN2)(AB)
carpiminin  ¢emberinin A noktasindaki kuvve-
tine egit oldugu bulunur. A4 ve B nokta-
larinin yeriyle ¢emberin A noktasindaki kuvveti
bilindiginden, N, noktasmn yeri AN, = -L
egitliginden belirlenir.

(ii) Benzer gekilde (NyN4)(NoC) carpiminin
¢ cemberinin Ny noktasimmdaki kuvvetine esit
oldugu bulunur. Buradan da N4 noktasinn yeri
belirlenir.

(iii) Cember i¢i agi bagntilarmdan N{XNj
agisinin bilinen A]V;N4 = w agisina esit oldugu
bulunur.

(iv) Ny’ten gegen ve gordiigi yaym acist w
olan kirigin ¢ ¢emberini kestigi noktalar N ve
N3 noktalarim verir. ;

(v) X noktast N3’ten gecen ve NyNj4’e par-
alel olan dogrunun ¢ cemberini- kestigi nokta,
Y noktast N;N, dogrusunun (¢ c¢emberini
kestigi nokta; ve Z noktasi AY dogrusunun C
cemberini kestigi noktadir.

3. Verilen ¢ember (;, cemberin merkezi M,
yarigapr r, verilen iki nokta P; ve Py olsun.
M noktasini merkez kabul eden dik koordina¢
sisteminde P; ve P,’nin koordinatlar sirasiyla
(a1,b1) ve (az,bs) olsun. P; ve P, noktalarindan
gecen OS] -ve 0S5y dogrulari aranan OS;Sy ik-
izkenar li¢geninin kenarlariysa, bu esit kenarlarm
OM dogrusuyla yaptifs ®; ve @, aqilar esittir.
O noktasmin koordinatlari- (¢, d) olmak tizere,
bu iki agiyla ilgili trigonometrik bagintilar: kulla-
narak, A = a+az, B="bi+by, C = ajby+azby,
ve D =(ajaz — biby) olmak lizere

C(e* —d?) = 2Dcd + (¢? 4+ d*)(Ad — Bc) = 0 (1)

esitligi elde edilir. .~ O(e;d) noktasi  gemberin



gzerinde oldugundan

¢t +d? =r? (2)
saglanir ve
C(c? = d?) = 2Ded + r?(Ad — Be)y =0 (3)

olur. .
O noktasmin yeri (2)’de denklemi ver-
ilen cemberle (3)’te denklemi verilen hiperboliin
kesigtigi dort noktadan biridir.

Py ve P, mnoktalanmin. cemberin M
merkezinden M, ve M, uzakbklarnm  egit
oldugu durumda (3) denklemi

2a97%d — 2micd = 0 (4)

halini alir. Bu denklem de

(e, d) = (£r,0) ve

degerleri igin saglanlr

c = az—g icin- O noktasimin yerini de
soyle It)ui:aﬂ!mlmz.2 M noktasindan gegen ve ¢ap:t
MN = n = T—:—Ei z ckseni tzerinde yer
alan C, c¢emberinin ; gemberiyle kesim nok-
tast L(k,1) olmak tzere MNL bir dik iiggendir
ve ML? = MNEk, #? = kn olur. Bu-
radan k- = ¢ elde edilic. ¢, ve (¢, nokta-
larmin kesigtigi nokta(lar) aradigimiz O nok-
tasinin yerini verir. (Iki ¢emberin kesigmesi igin
n > r veya m? > apr kogullarinm saglandigim
kabul ediyoruz). - Bir ¢emberin i¢inde merkeze
es uzakbkta iki nokta- verildiginde, ¢emberin
izerinde ve bu iki noktaya uzakhklar: toplam:
minimum olan noktalarin, verilen ¢ember ile ver-
ilen noktalar ve verilen ilk ¢emberin merkezin-
den gecen cemberin kesigtikleri noktalar oldugu
Batlamyus Teoremi’yle gosterilebilir. Boylece O
noktasinin yeri bulunabilir.

OP; ve OP, dogrularinm (; ¢emberini
kestigi ikinci noktalar istenen ikizkenar ti¢genin
diger iki kogesini, Sy ve Sy yl verir.

4. Aranan -¢emberler (i, (4, Cs ve tiggenin
kenar - uzunluklart a,b,c_ olsun. Cy, Ca, Cs
cemberlerinin ‘merkezleri ve yarigaplari sirayla
P.Q,R ve p,g,r olsun. ABC {ggeninin ig
teget ¢emberinin. merkezi de J olsun. wu,v,w
ile €;,Cy,Cg ¢emberlerinin tiggene teget oldugn
noktalarin A, B,C' noktalarina olan uzakhgn;
ay, by, ¢y ile, ABC iiggeninin igteget cemberinin

licgene teget oldugu noktalarin A, B. (' kogelerine
olan uzaklhklarim gosterelim. |PR| =1, |PQ| =
m ve |QR| =k olsun: s’yi 25 = a+ b+ c olacak
sekilde tammlayalin; s = 1 kabul edelim.

P, a’'nn AJ, @, B'nin BJ, R de ~’nin
CJ aciortayt lizerinde oldugundan, i¢gen benz-

erlikleri kullamilarak p = 31‘—, q = @3, r = 22

elde edilic. Pisagor Teore?m kuHamlarak m =
2,/pq, 1

= 2./pr, k = 2./qr bulunur. p? =
a—:’i%‘%(— esitlifine dayanarak p, ¢, 7 ’nin yukarida
buldugumuz degerlerini kullanirsak ii¢ esitlik elde

ederiz:

a = vH+w+ 2J/arvvw
b = w4 u-+2vVbhvuwu
¢ = u+v+2/ci/uv
s =1 oldug undan dolay1 a,b,c,u,v,w uzun-

luklar1 1'den kiigiiktiir ve bu uzunluklar 6 dar
agimn sinislerinin karelen cinsinden yazdablhr
a_sm/\ ('—smzz/ u = sin“ ¥,
v = sin’g, w = sin®y olsun. a; = cos?A,
by = cos® . ¢ = cos? v oldugu kolayca gorilir.
Yukaridaki ii¢ denklemi tekrar yazahm.

b = sin? ,tt

sin? @ +sin® x + 2sinpsinycos A = sin? X
sin® y +sin® x + 2sinysingpcosp = sin? pu
sin® ¥ + sin® ¢ + 2sinsinpcosv = sin? v

Bu denklemlere dayanarak A = o+ x, p = x+1,



v=1y+p eldeedilir. o = )‘—“"-gj“—” icin, @ = o—A,
p=0~pu, x=0—v olur.

Bu bilgilerin ig1§inda, sintislerinin karesi
verilen Uggenin kenarlarina esit olarak A p,v
aglarim cizeriz.. Bu agilarin yadimiyla o, ¢,y
agilarini elde ederiz. Bu agilarnn siniislerinin
karelerini ¢izerek, icteget ¢emberlere cizilen
tegetlerin uzunluklarini buluruz. Boylece ig teget
cemberleri ¢izebiliriz.

Problem Semineri 95/3
Yonetim: Ali Doganaksoy, Oytun Eskiyénentirk,
Ozcan Ozturk

4

1. m lirasi olan ve P > £ olasihkla 1
lira kazanan bir adamn, tim parasini kaybetme
olasihginin (=2)™ oldugu, indirgeme denklem-
leri yazilarak gorlilebilir. Eger bu adam m + n

liraya ulagmca kazanirsa, kaybetme olasih: @,
g
g m _ _ g m-+n
()" =e+a-a()

denkleminden bulunur. p = % alirsak, @, ik-
inci yontemin verecegl kazanma olasiligi olur ve
Q = 0.25’tir. Ancak bu deger 12’den kiigiiktiir.
Dolayisiyla ilk yol daha iyidir.

2. Py, A’nin 2n oyunda kazanma olasihigi
olsun. O zaman,

2n .
Pp= Y p"¢""
r=n41

olur. 2n oyunun en iyi olmasi igin, Py_o <
Pop < Popqy olmahdir. Ancak Popyo ile P,
arasindaki fark iki durumdan kaynaklanabilir.

(a) ilk 2n oyunda, A’nin n+ 1 oyun kazanip,
sonraki iki oyunu kaybetmesi;

(b) 1k 2n oyunda A’nmn n oyun kazanip, son
iki oyunu da kazanmasi.

Bu durumlarin olasihiklarmdan,

2n 2n
P. — P, = 2 o 2 n+1 n-1
2n+1 2n 14 <7l)p q q (n+l>p q

olur. Gerekli islemleri yaparak,

1 1
— -1 <2n <
=% i<2n "9

+ 1
elde ederiz.

3. Heroyunda beklenen kazang

2 N-1

Nl N1l

liradir. Dolayisiyla, 100 oyun sonunda 200 lira
kazanina sansi en fazla 0.5 olur. Her tek siradaki
oyunda 1, her k’yinci ¢ift oyunda 99+k secip, bir
kere kazandiktan sonra hep 1 segilirse, sonugta
va 200 ya da 0 lira kazamibir. Demek ki bu en
iy1i yoldur. Ayrica, 101, 103, 109 sayilarin sirayla
100 oyun icine, 1 < & < 100 icin ilk %k oyunda,
Plerin sayist en az bunlarm sayisi kadar olacak
sekilde yerlestirirsek, yine 0.5 kazanma olasilif
elde ederiz. Bu tiir yollarin says1 ise

1 /100\ _ v
5]-(50) > 1.58 x 10

dir,

4. Onceki keselerden daha biiyiik bir kes-
eye aday diyelim. k’yinci siradaki bir aday,
ancak onu se¢mekle kazanma sgansumiz, de-
vam edip en iyl yolu izledigimiz takdirde elde
edecegimiz kazanma sansindan daha biliyuk ise
secilmelidir. &’yinci siradaki bir adayla kazanma
sansi 130 "diir. k’den sonraki en iyi yolun gansi
ise, k arttik¢a azalir veya sabit kalir. Demek ki
bir noktadan sonra ilk olasihk ikinciyi geger. Bu
da en iyi yontemin, m tane keseyi pas gegip, on-
dan sonraki ilk adayi segmemiz {m < k < 100
igin, 25 olasilikla) oldugunu soyler. Bu olasihiga
f{m) dersek,

olur. f(m —1) < f(m) < f(m + 1) esitsizligi
coztiliirse, m = 37 elde edilir.

Problem Semineri 95/4

Yonetim: Semih Koray, Tolga Etgu, Cetin (}rtz@

1. Bu gekildeki asal sayilar kiimesini A - ile
gosterelim; yani

A={pasal:p=2*+y* z,y€Z}

2= 12 4+1% geklinde yazilabildiginden 2 € A’dir.
Simdi p > 2 i¢in su teoremi kamtlayacagiz.

51]



Teorem. p=4dn4 I, n € H igin gerck ve yeter
art p=r* 4+, £, v € E almasdir

Eamit. p=4n4+ 1. n € M alduguny kabul ede-
bin a= ILE—"'J' olsun. *{p— 1] = 2n oldugn

LCiT

2 ap=1) = (-1)(=2) - (- 25+
= (p=1)(p=2) - () (mod p)

denkligmi elde cderiz. Buradan

p=1 ?_ o P=1p+1
[(—H‘] L2 Syl l)
=(p-1)'= =1 {med p)

denkliing, yani p | a? 4+ 1'i elde ederiz. Bu ise
{p.a) = 1 gerektirir. Burada gu teoremi kul-
lanacagz:

Thue Teoremi. m € M ve a € E olmak Gzers,
(m,a) = | fse, m |az+y veva m | ar —y olacak
sekilde 2,y < /m dogal saytlan vardir.

Thus Teoremini kuflanirsak, {p,a) = 1
oldugundan p | ar + y veya plar — y olacak
sekilde r,p < p dogal savilan vardir ve buradan
p=x?+ ¥ elde edilir.

Difer yomiin kamty igin p = =¥ 4
oldufunu kabul edelim. Bir sayuun karesi {mod
4)'te 0, 1 veya 2'ye denktir. Bundan dolay
447, (mod 4)'te 0, | veya 2'ye denktir. Bu ise
p>1 win sadece p=dn+ 1, n € M oldugu du-
rumda mimkindir. Biyleee kamtn tamamiames

oluruz.
Sonug olarak,
A={2Zluf{p>2asal:p=dn+ 1, neHl}
bulunur,

2. Birinci sorudan, 4k+3 seklindeki asallarm
istenen gekilde vazilamayacafim biliyoruz. Simdi
ise nenl garpanlara ayiriminda tek kovvete sahip
4k 4+ 3 geklindeki asallan bulunan tamsayilarn
bu gekilde yamlamayacagin, diger pozitif tam-
sayilanin ise yazilabilecefini ghsterecegiz, Bunun
igin gu yardimer teoremi kollanacago:

Yardime: Teorwm. Efer bir p tek asal sayis
aralarinda agal iki tam sayunn kareleri toplarmin
bidivorza, p, 4k + 1| formunds olmalidir,

Ba yardime teoremi modiiler aritmetik
vardirm ile kanitladiktan sonrn, yine modiiler ar.
itmetik ve ortak bolenlert kullanarak sartimizm

gerekliliging gosterir, Daha sonra e
(a® + 83)e® + d°) = (ar + &) + (ad — be)®

egitlifini. 2 ve 4k + | formundaki asallann, ki
tam karenin toplami seklinde yamlabildiging de
kullanarak sartumzin yeterlilifing de gosterir ve
kanita bitiririz.

3. Sorumuzun cevals, E ve [ pegatif ol-
mayan tamsayilar olmak dzere, 48k + T)
geklindeki sayilarin ¢ tam  karenin  toplam
geklinde yamlamadifn, difer tiim pogitil Lam-
sayilann ise yazilabildigi seklindedir. Bu cevabun
ik ksmum (mod 4) ve (mod &) icerisindeki
slember ve olmayanas ergh yontemlerivie kolayhkla
kanitlayabiliriz. Ancak difer ksum igin ilk olarak
Ciauss larafindan bulunan ¢ozum, henuz tam
olarak elementer hale getinlememig, buns kargin
gerek Landan ve Dirichlet 'nin, gerekse X, C. An-
heny'nin bu konuda birtalom ¢abalan clmustur,
Bu konuda Landau'nun Elemenfary Number The-
ory mimli kitabina bagvurulabili.

4. Negatil olmayan tum tamsaylarn by
gekilde yazidabildifini gisterecegiiz. Bunun igin
agagrdaki iki teoremi kullanacagne,

Teorem 1. p > 2 asal sayesr, #o az birisi p (e
boldnmeyen 4 karenin toplarmior bélsin, Bu du-
rumida p, 4 knrenin toglarnedir.

Teorem 2. Her asal sayr 4 karenin toplamedir,

Nurada Teorem 1, Teorem 2'min kamtinda
kullamulmaktadie. Simdi Teorem 2'vi kallanarak
negatif olmayan tim tamsayilarn dért Lamsayi-
min toplam olarak vamlabildifing gisterecegiz,

Fuler esitlifini ele alalim:

(o + b et sl a] + 6]+ e +4d]) =
(g 4 By =+ ooy didy ) £ (aby — ba; 4 edy — dey )
iy — ey by = bely ) + (e — dag + bey —edy )?

Bu esitlikien dolayr 4 karenin toplam olan iki
tamsayiin carpime yine 4 karenin toplamadir,
Tiimevarimla bunu sonlu sayida carpan igin
grnigletebiliriz,  Birden buyiik her tamsayi asal
sayilarin  garpimi oldugundan, Teorem 2'den
dolayi kendisi de 4 karenin toplamudir. Ayriea
0= +0+0P+0 ve |l =140 407407
addugundan coziim tamamlanmsg olur.



