FIBONACCI SAYILARI
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Fibonnacci 1175 ile 1250 yillari arasinda
yasamug bir Italyan matematik¢isidir [1].  Fi-
bonacci Italyanca’da “Bonacci’nin oglu” an-
lammna gelmektedir. Babasinin igi nedeniyle,
kiigiik yagtan beri bir ¢ok Arap ve Dogu sehrini
gezme imkani bulan Fibonacci, oralarda kul-
lanilan Hint ve Arap ondalik say1 sistemini
ogrenmigtir. ~ Bu say1 sisteminin kolaylik ve
glizelligini goriip, o zamanlar Italya’da kullanilan
Romen rakamlarmi degistirmeye ugragmgtir. Bu
amacla 1202’de Liber Abaci baghkh bir ki-
tap yazip, bu sayr sisteminde dért aritmetik
isleminin (toplama; ¢ikarma, carpma, bolme)
nasil yapilacagini gdstermis, problemlerin nasil
goziilecegini agiklamig, hatta cebir ve geometriyle
ilgili boliimler de eklemigtir.

Once bu yeniliklere direnen Italyanlar, za-
manla Arap ve Dogu llkeleriyle ticaret yapma
zorunluluklar: sonucu, Fibonacci’nin kitabim kul-
lanmak zorunda kalmuglar ve bu nedenle, gimdi
bizim de kullandigimz say1 sistemini (bu Hint ve
Araplar’in kesfidir)-Avrupa’da yavas yavag kabul
edilegelmigtir.

Fibonacci’nin bugiinki inli bu kitaptaki
bir zekd sorusundan kaynaklanir. Bu zeka
sorusuna gelmeden Once goyle bir oyun oy-
nayalim.

Fibonacci Oyunu

Diyelim bir arkadagmizla birliktesiniz, ona
kafasindan iki pozitif sayr tutmasmi soyleyin.
Bu iki sayiy1 size gostermeden bir kagida alt
alta yazip toplasin ve toplami 3. siraya koy-
sun. Sonra 2. sirayla 3. siray1 toplayip 4. siraya
yazsin; sonra 4.’yle 3.’yii toplayp 5. siraya koy-
sun; buna 10 sira dolana kadar devam etsin.

" Sonra bu 10 siradaki biitiin sayilar1 toplasin. Siz
arkadagimizin listesinden tamamen habersizsiniz,
ama size 7. siradaki sayiy1 sOylerse, o sayiy1 11
ile garpip 10. siranin toplam sayisim bilebilirsiniz.
Tabii bu hokkabazhk gibi gelebilir, eglenceli de
olabilir, ama nedeni son derece basittir. $éyle ki,

diyelim ki arkadagimiz kafasindan 7 ve 11’1 segti. 7
yerine herhangi bir 2 > 0, 11 yerine de herhangi
bir y > 0 olabilirdi.

1. sira 11 z
2. sira 7 y
3. sira 18 r+yt+y=x+2y
5. sira 43 2z +3y
6. sira 68 3z + by
7.sira 111 bz + 8y
8.sira 179 8z + 13y
9.sira 290 13z + 21y

10. sira 469 21z + 34y

- Toplam 1221

7. sirada 111 var veigte 111 x 11 = 1221

Giderek arkadagimiza ne kadar zeki (!) ol-
dugunuzu gostermek istiyorsaniz, oyuna baslama-
dan once bir kagida 1.617 yazip, kagid: ikiye kat-
layip arkadaginiza verin; sonra bu yukaridaki oyu-
nu oynayin; sonra “az kalsin unutuyordum (!),
senin listede 10. siradaki sayiyi, 9. siradaki sayiya
bolersen, o sana oyuna baglamadan once eline
verdigim kagittaki sayi ¢ikar” deyin; gercekten de
469/290 = 1.617---. Tabii ki 7 yerine herhangi
bir z.ve y ile baslansa bile, ayni say1 gikacaktir,
goyle ki

21z 2lz+34y = 34y
1615 = — < — 2 < 2 = 1619---.
6 132 — 13z + 21y — 21y 9
Bu gizemli say1 1.618 ... = 1£/5 5 ikide bir

kargimiza ¢ikmaya devam edecek.

Fibonacci’nin Zeki Sorusu

Farzedin ki Dbiri erkek biri disi bir cift
tavgammiz var; bir ayhkken ¢ok gen¢ olduk-
lar: igin tireyemiyorlar, fakat ikinci ayin sonunda
erginlegip liremeye baghyorlar. Tekrar farzedin ki
her ay her ¢ift, yeni bir ¢ift (biri erkek, biri disi)
uretiyor. Eger tavsanlar bu gekilde Uremeye de-
vam ederse, her aymn sonunda kag ¢ift tavsaniniz
olur?
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Bunun cevabi kolaydir, goyle ki diyelim ki
# lireyebilecek kadar bilyiimiig, y ise lireyemeye-
cek kadar geng birer tavsan ¢iftini temsil etsin.

n’yinci ayin sonundaki tavsan ciftlerinin sayisina

da F,, diyelim. Hesaplarsak

Yy : I1=F

z 1= F2

zy 2=F3

Yy 3=Fys.

TYTYy b= Fs
buluruz. Bu sorunun cevabi agagidaki sayilan
uretiyor:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, .. ..

Bu sayilara Fibonacci saylari, bu diziye ise Fi-
bonacei dizisi denir. Aqk¢a tanimlarsak, Fi-
bonacci dizisindeki her say1, kendinden énce gelen
iki saymnin toplarmdir. Bunu su formiille yazabi-
liriz:

Fo=0, Fi=1, Fo=Fh1+Fno» (n>2).
Yani n.= 2 ise Fy = F; +0 =1, n = 3
se '3 = Fo +Fy =141 =2, n =4 ise
Fe=F4+F=1+4+2=3,.

Simdi Fibonacci dmsmdekl her sayiy1 ken-

disinden bir 6nce gelene bolelim:

123581820 B
1’1°2"3’5° 8713 F,’
1,2,1.5,1.6,1.625,1.6153---,1.619--- ...

Matematiksel olarak eger bu limitin varhgim
kabul edersek, yani eger

F,
lim —2L =
T~ 00 n
dersek, L = 1.618--- olacaktir. Bunun ispat: da

§0yle: Eger n yerine n + 1 yazarsak, Fotiyp =
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Fot2 elde ederiz ve

Fn+2

n n—00 flnpaq

. R .
lim —+! fim

T OO

olur. Fakat Fibonacci dizisinin tanimm geregi
Fr4+2, kendinden dnce gelen iki sayinin, yam F,
ve F, 4 ’in toplamdir, dolaysiyla

F,
L= lim 24 2
n—oo F, n—o0 ﬁn+1
= lim Dt o B

R-—s00 n+1 n—0co fin41
1 1

— |l = = 41,

N=> 00 n+1/Fn + L +
veya L2=L+1,[?~L—-1=0ve L= i.

Fibonacci sayilarinin hepsi pozitif oldugundan,
limit de pozitiftir, yani

1+\/_

L=
2

=1.618-

Fibonacci Sayllarl ve Pascal Uggcnl

Paska] ggeni, - iki terimli (z + y)’nin
kuvvetleri ahndiginda = ve y’in katsayilarindan
olugan ii¢gendir; ornegin:

(z+y)° = 1

(z+y) = la+ly

(+y)? = l12°+ 2zy+ 1y?

(z+y)P? = 12+ 32% + 3ey® + 12

(x+y)* = la*+42%% +62%2 + dzy® + 1y*

Eger Pascal ii¢geninin kosegenleri iizerindeki sa:
yilart toplarsaniz Fibonaccl dizisi ¢ikar kargimza.
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Fibonacci Sayilar: ve Doga

Fibonacci sayilari, matematigin ashnda

dogada var oldugunu, ancak insanlarin bunu .

yavag yavag kegfettiklerini savunur gibi dogaya
saklanmugtir.  Eger .¢i¢eklerden anlarsamz, su
agafidaki isimleri verilen cigeklerin yapraklarin
saym; bakin ne gikacak:

Zambak, yaban siiseni — 3 yaprakl,

Yaban giilii, haseki kiipesi, diigin ¢icegi — 5
yaprakl,

Kozmos ¢igegi — 8 yaprakh,

Misir kadifesi — 13 yaprakh,

Yildiz ¢igegi, pat ¢icegi — 21 yaprakl,

Cesitli papatyalar — 34, 55, 84 yaprakl.

Kozmos ¢igegi Yaban giilu

Diyelim ki bir koruda yiiriiyorsunuz. Kar-
§imza armut veya kiraz agac veya karaagac cikar-
sa, bir daldaki bir yapragi 0’me1 diye sayip, onun
tstiindeki yapraklari, 0'inc1 yaprakla ayni hizada
yer alan bir bagka yapraga gelinceye kadar sayin;
karaagacta 3, kiraz agacinda 5, armut agacinda 8
yaprak bulacaksiniz.

-ty °

Armut agaci

Karaaga¢  Kiraz agaa
Fibonacci sayilarina nce “kozalak sayi-

lan” denmigtir, ¢iinkii kozalaktaki saga ve sola
giden spirallerdeki tane sayilarma bakarsamz
yine yukaridaki sayilari bulacaksmiz. Deniz
yildizinin 5 kolunun olmasi, elmay1 veya bir
limonu kestigimizde, elmanin i¢inde 5 ¢ekirdek,

limonda 8 boliir gérmemiz bir raslanty i

Fibonacei Sayilar: ve Sanat

Dogada var olan bir matematifin, san
da yansimasi, tabii ki sagirtic1 degil. Isa’dan {
beginci yiizyilda Yunan mimarlari, eni ve
arasindaki belli bir orant1 olan bir dikddrtgenin
goze ok giizel gorundiginii kesfetmigler, by
oranlara sahip bir dikdértgene altin dikdorigen .
ismini vermigler, bu dikdértgendeki oranlari bi-
nalarinda kullanmmglardir.  Ornegin, Partenon
boyle altin dikdortgene gore yapimstir. Altmy
dikdortgeni altin yapan (degerli kilan) igerdigi
orandir. Diyelim ki elinizde A’dan (C’ye kadar
bir dogru parcamz var. Bu dogru parcasinin
uzunlugunu |[AC| ile gosterirseniz ve dogru
pargas: uzerinde bir B noktasim

|AB| _|AC| _ |AB|+ |BC)|

|BC| ~ |AB| |AB|
olacak gekilde secerseniz,
IAB|  1++/5
= = 1618---
[BC| 2 618

bulursunuz; iste bu 1.618 - --’dir altin oran.
Mimariye etkisi yaninda, altm dikdortgen
resimde de ortaya gtkmaktadir. Ornegin Leonar-
do da Vinci, altin oram ¢izdigi insan viicutlarm-
da kullanmugtir. Resimde bu altin orana dinamik
simelri denir. Albrecht Diirer, (George Seurat,
Pietter Mondrian, hatta Salvador Dali bile bu di-
namik simetriyi, yani 1.618--.’1 kullanmglardir.

Fibonacci Sayilar: ve Matrisler

Fibonacci dizisi 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...,
yami Fy = 0; Fy = 1 ve n > 2 igin ise F, =
Fa_1+ Fh_y diye tanimlanmugt:.

9% 2lik A = (O

11 matrisini diigliniin.

Fn“z

n—1

Eger A’y sagdan 2 x 1’lik ( ) matrist ile

carparsak sunu buluruz:

0 1\ (Fa2Y_(  Faot \_(Fanr
1 1 Fn—-l - Fn—Z‘{’Fn—] - Fn '
Dolayisiyla, (?) = (?) ile baglayip,
1

(2)=2(2)=1(2)



vazip, boyle devam edersek, sonunda

(n)=2() o

elde ederiz. Eger A’nin karakteristik polinomuna
bakip 6zdegerlerini hesaplamak istersek

det(a-4)=| Tl -1=0

yazar ve dolayisiyla Ay, = _1_%@ buluruz. Bu

iki kokten biri yine Ay = 5’—255 = 1.618---; dige-

rini de Ay = 158 diye adlandirahm. Bu deger-

lere kargilik gelen ! ve ! ozvektorlerini
A Az

gozonine ahrsak ve

(1 1 (A 0
P_<A1 Az) ve D~(0 AZ)
dersek, balkin ne buluyoruz. Once P~'AP = D;

bu esitlikten A = PDP~! bulunur; bu bizi
A" = PD"P~! esitligine gotiiriir. Burada

I (=X 1 A0
—1_ 2 n . 1
i _\/5<A1 —1) ve b (O'Aa*)
demektir. A" = PD"P~! esitligini (+) denkle-

minde kullamir ve gerekli matris ¢arpimlarini ya-
parsak,

F, _ onf{0Y _ np—1{0
(Fn+1)ﬁA (1')“PDP (1)
()

*\/5 )‘111+1_)\121+1

biliriz:
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bulunur.  Ortaya cikan esitlik bize Fibonacci
sayllarmin A matrisinin 6zdegerleri cinsinden
gikacagini gosteriyor. Bunu su sekilde ifade ede-

i
V5

Bu giizel' formilt asagidaki sorunun - cevabini.
vererek de bulabiliriz.

Fo= —=(AF = A3).

Soru. Hangi z degerleri icin 1,z,z% 2% 2%, ...
geometrik dizisi Fibonacci dizisi gibi olur?

Cevap. Geometrik dizi de Fibonacci dizisi gibi
tanimlanmabdir, yani «® = 2"~ ! 4+ z"~? ol-
mahdir. Buradan z? = z + 1 gkar, diger bir
deyisle 2 —z—1= 0. Bu denklemin kdkleri z; =
li:,?@ = 1.618 --- (tekrar!) ve 2o = 1503 dir.

Eger X3 = {l,z;,2%,23,...} ve X» =
{1,zy,2% 23,...} Fibonacci gibiyse, ikisinin far-
ki Xi—Xo = {0,2; — 29,2 — 23,23 — 23,...}
de Fibonacci gibi olacaktir. Yukarida elde edilen
x1 ve xy degerlerini bu dizide yerine koyarsaniz,
X1 — X2 = {0,v5,v5,2/5,3V5,.. .}, bir baska

vazigla
L
V5

bulursunuz. Yine ¢ikti kargimmza Fibonacci dizisi.
Bu dizinin n’yinci terimi
1

Fo= —=(af — 23)

Ve

dir; bakin: yine ayni formiilii bulduk.

(X1—X2)=1{0,1,1,2,3,5,.. .}
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