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Ikiye boliinerek iireyen tekhiicreliler vardir.
Tek hiicreli ve tek cinslidirler. Yoksa her
tekhticreli mi ikiye bolinerek iirer? Unutmugum.
Kimseye gereksinmeden ikiye boliinerek iireyen
bir yaratik digunelim. ()rnegin amip. Akhmda
yanlis kalmadiysa amip ikiye bolunerek durer;
aklimda yanhg kaldiysa da onemi yok; amipin
ikiye boliinerek iiredigini varsayalim bu yazihik.
Kimi amipler cesitli nedenlerden ikiye boline-
meden, yani iireyemeden OSliirler. Amiplerin p
olasihikla ikiye bdlindiiklerini, 1 — p olasihkla
oldiiklerini varsayalim. Burda p, 0’la 1 arasinda
bir sayidir. Eger p = 0 ise bitin amipler
ureyemeden olirler. Eger p = 1 ise, butiin amip-
ler iirerler, herbiri ikiye boliiniir. Eger p = 1/2
ise, bir amip iremek ve 6lmek arasinda karar ver-
mek icin yazitura atar, Srnegin yaz gelirse iirer,
tura gelirse 6llir. Eger p = 1/6 ise, bir amip iire-
mekle 6lmek arasinda karar vermek igin zar atar,
ornegin ges gelirse urer, yoksa olur.

p’nin degeri deneyle bulunur. Bu yazida
6nce p’nin deneyle nasil bulundugunu gore-
cegiz. Bu olduk¢a kolaydir. Arkasmndan, tek
bir amipin soyunu sonsuza dek siirdiirebilme
sansimin sifirdan buytik olmast igin p’nin en
¢cok kag olmasi gerektigini bulacagiz. Eger p
olasilify. 0’a yakinsa, yani amipler bilyiik bir
olasilikla iireyemeden oliiyorlarsa, tek bir amipin
soyunu sonsuza.dek siirdiirebilmesi oldukga kiigiik
bir. olasihk, olrnall, sifir bile olabilir bu olasihk,
Ornegm P ;sa, amlp kagmllmaz olarak olecek‘

ureyebﬂecektlr ' gok kuquk bir olasﬂlkla bile olsa,
soyunu sonsuza dek siirdiirme gansi olabilir; belki

de hig dyle bir gans: yoktur ., . Hesapsiz kitapsiz
belli mi olur?'Ote yandan, p blre yakinsa, amipin
soyunu sonsuza: dek siirdiirme olasihfii sifirdan
bilyiik birsayiolabiliv. -Bu sorunun yamtim bul-
duktan sonra soruarimizi cogaltacagiz.

* California Opive ?

Deneyle p’yi Bulmak

Bir amipin tremesi ya da olmesi igin
dogumundan sonra bir saate gereksindigini var-
sayalim. ok sayida yeni dogmusg amip, diye-
lim 1 milyon tane, bir saat boyunca biiyiikce bir
kavanozda bekletilir. Kavanoz biiyiik olmah ki,
yer yoklugu amiplerin rahat rahat iiremelerini en-
gellemesin. Bir saat sonra kavanoz acilir ve kava-
nozdaki amipler sayilir. Bu say1 0’la 2 milyon
arasinda degisen bir say1 olmahdir elbet. Eger
bir saat sonra kavanozdan hi¢ amip ¢itkmamissa,
amipler hep oliiyor, hi¢ iiremiyorlar demektir,
yani p = 0’dwr. Yeryiziinde amip oldugundan,
deney sonucunda gercekten p = 0 bulmusgsak
deneyde bir hata yapmigiz demektir. Eger 2 mi-
lyon amip ¢ikmigsa, o zaman hi¢ amip dlmemis,
hepsi iiremis demektir, dolaywsiyla p = 1°dir. -
Eger kavanozdan gene 1 milyon amip gkmgsa, o
zaman amiplerin yarisi (500 bini) Slmiistir, obiir
yarisi {iremistir, yani p = 1/2’dir.

Matematiksel olarak p’yi nasil buluruz? |
milyon amipin bir saat sonra N tane oldugunu
varsayalim. N’yi biliyoruz, p’yi bulmaya ¢ali-
siyoruz. Bu 1 milyon (yani 10%) amipin p x 10¢
tanesi iremigtir. Asag) yukan elbet ... Kavanoza
baglangigta ne denli ¢ok amip koyarsak, gercek
p’ye o denli yaklaginiz. Geriye kalan (1 - p) x 10°
amip olmiigtiir. Yani kavanozda bir saat sonra 2x
px 105 amip olmahdir. Demek ki, N = 2xpx 10°
egitligi gegerlidir. Bundan da, p = N/(2 x 108)
esithigini buluruz.

Genel olarak, kavanoza baglangicta M
amip koymussak ve bir saat sonra kavanozda N
amip bulmugsak, o zaman p = N/2M ’dir.

Birinci soruyn yanmtladik, ikin_ci somya
gegelim. Ikinci soruyn yamtlamak biraz daha zor.

Bir Amipin Soyunu Sonsuza Dek Siirdiirme
Olasilig

Tek bir amipin soyunu sonsuza dek sir-

ol (‘Lﬂiun) Matematik Bolimii 6gretim liyesi



dirememe olasihfma » diyelim. 2’1 hesapla-
mak istiyoruz. Amiplerin birbirlerinden bagiumsiz
tiredigini varsayacagiz, Ornegin amiplerin ¢ok
dreyip, yer ve yemek igin birbirleriyle kavga et-
meyeceklerini varsayacagiz. Ayrica sunu da be-
lirtmekte yarar var: Eger tek bir amipin soyu-
nun sonsuza dek stirme olasiligy sifirsa, sonlu tane
amip i¢in de bu olasiik sifirdir.

Evet ... Tek bir amipimiz var. Bir saat
sonra bu amip 1 — p olasilikla dlecektir.” Demek
ki z en azindan 1—p olmahdir. Amip p olasihkla
ikiye boliiniip 2 amip olacaktir. Bir resim ya-
pahm.

amipimiz yukaridaki seklin en ist noktas:. Bir
saat sonra, amip 1 — p olasihikla sol oku sececek
ve olecek, p olasihkla sag oku segecek ve birken
iki olacak. Sol oku izlerse, soy daha ilk kusaktan
tikenir.” Sag oku izlerse, ikinci kugakta iki amip
olusur. Bu iki amipin herbiri de bir saat sonra
va olecek ya tireyecektir. Her ikisi birden olebilir,
salt biri.dlebilir, her ikisi birden tireyebilir. Yani
birinci amipimizin soyunun kurumasi igin, birinci
amip

(1) ya sol oku izleyip olmeh

(2) ya da sag oku izlemeli ve olugan ikinci
kugak amiplerin her ikisinin de soyu kurumal.

Dolayisiyla
= Sol oku izleme olasithigi
+ (sag oku izleme olasihigi) x (iki amipin
soylarimin kuruma olasiligr)
denklemi gecerlidir.
1—p, sag oku izleme olasilifmin p oldugunu bili-
yoruz. Demek ki
(1 —p)+ p (iki amipin soylarmim
kuruma olasihg)

peis =

egitligini bulduk

Eger tek bir amlpm soyunun kuruma
olasihf 2 ise, her iki amipin de soyunun kuruma
olasihig 2 ’dirl‘ Demek ki ‘ '

z=(1-p)+pz’

Sol oku*.izleme olas-lﬂhgmmk

v
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egithigi gecerlidir. Bu ikinci dereceden bir denk-
lemdir. Kolaylikla ¢oziiliir ve iki ¢oziim bulunur:

vada z= ~:'~£.
p

ya x =1
Demek ki 2 ya I’e ya da (1—p)/p’ye esit. Her iki-
sine birden egit olamaz elbet. Yalmzca p = 1/2
ise her ikisine birden esit olabilir. Dogru yamt
hangisidir? 1 mi, yoksa (1 — p)/p mi? Belki kimi
zaman 1’dir, kimi zaman (1 — p)/p.

Hangi Yamt Dogru?

z’in en fazla 1 olabilecegini biliyoruz.
Cinkii = bir olasithktir ve olasiiklar 0’la 1
arasinda degigsirler. Dolayisiyla eger (1 —p)/p sa-
yist 1’den biiyiikse, ikinci yamt dogru olamaz, bir-
inci yanit dogru olmali, yani z = 1 olmah. Kolay
bir hesap, eger p < 1/2’yse, (1 —p)/p > 1 verir.
Demek ki p, 1/2’den kii¢iik oldugunda z = 1 dir,
yani amipin soyu kesinlikle sonlu bir zaman sonra
tiikenir. Sezgimiz de bunu sGylemiyor mu zaten?
Sezgimiz, p kiiclikse, amipin soyunu sonsuza dek

“stirdirmeme olasihginin biiyiik oldugunu, yani 1’e

yakm oldugunu séyliiyor. Demek ki bu olasihk -
Pmis. S

Peki, 1/2 < pise, z kag olmah? Bu soruyu
yamtlamak biraz daha zor. Céziimlememizi de-
rinlegtirmemiz gerekiyor. Bundan béyle 1/2 < p

varsayimmni yapacagiz. O zaman,

l—-p

p

<1

(1)

e§1ts1zllg1 gecerlidir.

Yukarida amipin bir saatte oIdugunu ya
da iiredigini varsaymstik. Agklamalarnmizi ko-
laylagtirmast amaciyla, aym varsayum sirdiire-
lim.” En fazla n saat sonra hi¢ amip kalmama ola-
sihgina x, diyelim. Yani z,, n’yinci kusak amip
yetigmeme olasihigi, amip soyunun birinei, ikinci,

-+, n’yinci kusakta 6lme olasilig1. Ornegm

1-p,
(1—17)+p(1—:0)2

1

T2

dir.

1 Omegm bir zar amldxgmda ses gelme olasjhgl 1/6 dur. Iki zar atildiginda, her ikisinin de ses gelme olasihig 1/36’dir,

yani (1/6)? dir.
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Biraz digtinlince, z'in z,’lerin limiti
oldugunu anlanz (n sonsuza gittiginde). Ciin-
ki z,, n kugak amip yetismeme olasihgidir, =
de sonsuzda amip kalmama olasihigidir. Yani,

lim z, =« (2)
= 0O
esitligi gegerlidir.
Dogru yanit1 bulmak igin tigiincii bir olgu-
ya daha gereksiniyoruz. O da gu: 1/2 <'p ise,
P (3)
p
Bu esitsizligi n iizerine timevarimla kamtlaya-
cagz. z; = 1 — p oldugundan, (3) esitsizligi
n =1 i¢in gegerlidir. Simdi (3)’lin n igin gecerli
oldugunu varsayip (3)’i n + 1 icin kamtlayalim.
Ancak bunu yapabilmemiz igin, zy’yle Tpp1
arasinda cebirsel bir iligki bulmahyiz, yoksa x,,
uzerine bildigimiz bir b]lgxden Zp41 Uzerine bir
b11g1 ¢ikaramayiz.

Nasil yukarida z = (1 — p) + pz? esitligini

bulmugsak, tamamiyla ayni yontemle,

Tny1 = (1 —p)+ pz2 (4)

esitligi bulunur. Artik igimiz is. (4)’ii ve tiime-
varim varsayimi olan (3) esitsizligini kullanarak,
Tny1 < (1 — p)/p esitsizligini kamtlayabiliriz:

o~

4 (1—p)+pz?

< (1“P)+P(‘I—;‘£>2

1 —
+( p) P
p P

LTnt1

I

(1—p)

(3) egitsizligi kamtlanmigtir.

Simdi dogru yanmiti bulabiliriz: Eger /2 <
p ise,

@ 1—-p@
29 fim g, © 1222
n—o0 p ‘

Demek ki =z < 1%2 < L. Bu son esitsizliklerden,
eger 1/2 <p ise, #’in (1 —p)/p oldugu anla§1hr

Sonug olarak,

1, eger 0 < p < 1/2 ise;
r= {’—;—1’3, eger 1/2 <p <1 ise:
sonucunu bulduk. Yani amipin soyunu sonsuza
degin siirdiirebilme olasihfinin 0 olmamasi icin,
p. 1/2°den biiyiik olmalidir.

o, p’ye bagh bir gondermedir (fonksiyon-
dur) elbet. ¥3te> bu gondermenin grafigi:

Yeni Problem

Bu kez yaratigimz p ola.sﬂlkla 4ge bolin-
sin, 1 — p olasihkla 6lsin. Uge béliinen bir
yaratifin gergekten olup olmadigr sorusuyla ilgi-
lenmeyelim. p olasilikla iige béliinen varsayimsal
yaratigin soyunu sonsuza dek siirdiirme sans: ol-
masi icin p kag olmahidir? Okur, yazmnn siiregini
okumadan 6nce bu soruyu kendi kendine yanitla-
maya ¢aligmalidir.

Yaratik bu kez iki yerine lige bokindiigin-
den, yaratifin sonsuza dek soyunu siirdiirebilme
olasihig: daha yiiksek olmalidir.

Az once ¢ozdiigiimiiz problem gibi ¢ozilir
bu problem de. Ancak hesaplar bxraz daha
karmagiktir. Bu kez, # = (1 — p) + px? denklemi
yerine,

¢ =(1-p)+pz®

denklemini elde ederiz. Eger p = 0 ise, bir
sorun yok: z = 1’dir. Bundan bdyle p’nin
0 olmadigin: varsayabm. O zaman yukaridaki
denklem, {iglincii dereceden bir denklemdir ve
¢ozmesi ikinci dereceden denklemden biraz daha
zordur Ancak z = 1 bir ¢6zim oldugundan,
pr® — 2 + (1 — p) polinomu z — 1 polinomuna
boliiniir. Bélme yapildiginda,

px‘?——m+(l-p):p(1:—I)(:I:Q-{-x—-l—;):—]))

elde edilir. Bundan da (l);in biitiin ¢Gziimleri bu-
lunur:

z = 1,
B R EEE)
r = -———we——L~3
2
e [
r = r
2



'ﬁguncﬁ ¢oziim her p i¢in negatif bir sayr ver-
diginden problemimizin yasal bir ¢oziimii olarak
kabul edilemez. Ayrica p < 1/3 oldugunda, ikin-

ci ¢oziim 1’den biyiiktir ve dolayisiyla bu sikta

0 ¢ozlim de yasal bir ¢6ziim degildir. Demek ki
p < 1/3 oldugunda z = 1’dir. Ama p > 1/3
oldugunda, dogru yamt birinci esitlik de olabilir,
ikincisi de. Hangisi?

Bundan boyle p > 1/3 egitsizligini var-
sayahm. ,, ilk problemde tammlanan olasi-
liklar olsun. Yukarida da gosterdigimiz gibi, =,
z,, 'lerin sonsuzda limitidir.

a ikinci secenek olsun, yani

14, /22
a = 2

olsun. a < 1 egitsizligini biliyoruz, bilmiyorsak
da kolayhkla kanitlayabiliriz. Ayrica

a2+a_l_—£:()
p

1,
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egitligini biliyoruz. Bu ve znqq = (1 — p) + pa?
egitligi kullanilarak, timevarimla z,, < a esitsiz-
ligi kolaylikla kanitlanabilir.

Simdi

z= lim z, <a<1

n—00

elde ederiz. Demek ki p > 1/3 ise, z = a’dir.

Bir Problem Daha

Simdi yaratigin p, olasihkla éldiigiini, p;
olasilikla ne Gldiiginii ne de béliindiigiini, p,
olasilikla ikiye bélindiigiini ve ps olasihikla tige
boliindiigiinii varsayalim. Bu tuhaf yaratigm bu
dort segenekten bagka segenegi olmasin. Demek
ki po+p1+p2+ps = 1 esitligi gegerlidir. Yaratigin
soyunun sonlu bir zaman sonra kuruma olasih-
n1 (i) hesaplayin. Hesaplar biraz daha karmagik
olsa da yukarndaki yéntem sonucu veriyor. Su
sonucun bulunmas: gerekiyor: Eger ps # 0 ise,

eger po > 2p3 + po ise;

xr =

—p2 —p3+ /(P2 + p3)? + 4pops

2p3
Eger p3s = 0 ise,

sl eger p, > py ise;
Po/ P2, eger p, < py ise.

Bu konuda daha genig bilgiyi asagidaki
yapitlarda bulabilirsiniz. Eger erkek ve disi gerek-
tiren iki cinsli tiremelerle ilgilenirseniz, [2]’yi one-
ririmm.

. efer po < 2p3 + py ise.
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