IKI USLU DIOFANT DENKLEMI
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z® 4+ 1 = t¥ geklindeki iki isli- Diofant
denklemini inceleyecegiz. Ilk bakista zor goriilen
bu denklemler sayilar teorisinin yontemleri ile ko-
layca ¢oziilebilir.

2%+ 1= (2 + 1)¥ Diofant Denklemi

Bu Diofant denklemini saglayan negatif ol-
mayan tamsayillardan olugan tiim (z,y,z) swrah
ligliilerini bulacagiz. z,y,z keyfi negatif ol-
mayan tamsayilar ise, (z,y,2), (z,1,1), (1,1,2)
tcliilerinin her birinin yukandaki denklemin
¢oziimii oldugu kolayca goriilebilir. z,Y,2
sayllarinin en az biri 1’den kiigtik veya 1’e esitse,
bu iigliler yukaridaki denklemin tiim ¢oziimlerini
kapsiyor.

Simdiise zg > 1, yo > 1, 20 > 1 verilen
denklemin bagka bir ¢6zimii olsun. O zaman bir
A tamsayisi igin,

zgc’ = (ZQ -+ l)yo -1
= z2o((2z0 + 1) 4o (20 + 1) + 1)

ve
2 = (2o + DY b (o H 1) 4 L

= Azo+yo

olur. Buradan hemen zq | yo ve
257 = 1= (0 + D20+ D 44 1)
ya da

(20— 1)(z5° 2+ + 20+ 1)
= (20 + D((z0 + )72 4 --- 4+ 1)

bulunur. z5+1 ve zy~ 1 sayilarmin EBOB’unun
1 veya 2 oldugu gozoniinde bulundurulursa, zg+1
saywsinin 2(25°7% 4+ - 4 20 + 1) sayisum boldugi
goruliir.

zg sayisinn ¢ift sayi oldugunu distinelim.
O zaman

25 4z + 1)
=2z P4 ) 4+ (2 20) + )
= 2zo + (=P 4 2570 b ) 42
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olur. Bundan dolay1r zy + 1 sayisi 2 sayisim
bolmeli; bu da unkansizdir, ¢linkii zy > 1dir.
Dolayisiyla g saysi tek sayidir; buradan

ol = (2o + DEE =20 g+ 1)
= (2o + 1)

yazilabilir; yani
(zo+ 1)¥o = gfomt — 2802 i+ 1

dir. Fakat bu egitlifin sag tarafindaki terim-
lerin sayisi tek say1 (@ tane) oldugundan, ancak
7o ¢ift ise bu esitlik gegerli olacaktir. zp | wo
oldugundan yy sayisi da ¢ift sayidir. Boylece,
eger zg > 1, yo > 1, 25 > 1 verilen denklemin
¢Oziimil ise, - zo sayisinin tek sayi1 ve yo ile zg
sayllarimin da gift say: olacagim gosterdik.

Bu durumda 2z; > 1 tek say1 ve > 1 ol-
mak iizere, zg = 2%z, seklindedir. (zo+ 1)¥/2—1
ile (204 1)¥°/2+ 1 sayilan ¢ifttir, ¢iinkii zo cifttir.
Bu sayilarin EBOB’unun 2 olmasindan dolay: ve

Zgn = (Z() -+ l)ya -1 .
= ((z0 + 1)**/% = 1)((20 + D¥/2 + 1)

egitliklerinden,

(20 + 1)7o/% — | = 2¥q%o
(20 + 1)¥o/? 4 1 = 2vp%o

yazilabilir. Burada w4 v = ax, ab = z ve
(a,b) = 1'dir. Ote yandan b, zp’1 boler ve
(zo+ 1)12Sl + 1 ifadesi agildiginda Bz +2 seklinde
yazilabileceginden b = 1’dir. ki ardisik ift say1-
dan birisi 4’e boliinmez kuralindan dolay1 u = 1
veya v = 1’dir. Fakat v = 1 durumu, z, > 1 ve
yo > | ile celigkidedir. Dolayisiyla

(204 1)o/2 — | = 2270
(20 + DYo/2 4 | = goro-]



olur. Bu iki denklemi faraf-tarala qkarnirsak,
27 4 1 = 2°%0=2 bylunur, ya da

(Zl -+ 1)(2-;”0”1 — zfﬂ"‘2 G + l) — Z(NTn -9,

Fakat =z, de tek sayn
— z1 + 1 saysi

giinkii zp tek sayidir.
oldugundan 27°7! — 2{°7F + -
da tek sayidir; bu da ancak

ro—1

P 2l e+ 1=

yani z1 = 1 ve azo — 2 = 1 ise gegerlidir. O
= 3’tlir ve zop > 1 oldugundan,
a =1, z¢ = 3, wo = 2, zo = 2 elde
edilir. Boylece z® + 1 = (z + 1)¥ Diofant
denkleminin negatif olmayan tamsayilarda olan
tim ¢oziimlerinin (z,%,0), (1,1,2), (z,1,1) ve
(3,2,2) oldugunu gosterdik.

zaman o

p° + 1 =¥ Diofant Denklemi

p Onceden segilmig bir asal sayr ve biz
verilen denklemi saglayan, negatif olmayan tam-
sayilardan olaguan tiim (w,y,t) sirah lighilerini
bulacagiz. = negatif olmayan bir tamsayi ise,
(z,1,p% + 1) geklindeki her sirali fi¢liiniin verilen
denklemin ¢oziimii oldugu agiktir. Bu ¢oziimlere
esas ¢Oziimler diyecegiz.

Simdi ise (o, yo,to) Uclisii verilen denkle-
min esas olmayan ¢oziimii olsun. O zaman yo > 1
ve tg > 1°dir ve

p:co — t!éo -1
= (to— D 412 4t to+ 1)
olur. Bundan dolayr ¢, — 1 | p® ve p asal

oldugundan, 1 < a < zo igin t9 — 1 = p® seklin-
dedir. Son denklemin her iki tarafinmi to — 1 = p®
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ile sadelogtirirsek,

P = T ety
?)J.'“-lv — 1= (P(t + l)’ju—] + +(p(x + i)

buhmur; buradan da p® + 1] p™~!'* — 1 oldugu
goriifir. g —a=ka+r, 0 <r<wn, diyelim. O
zaman

Pt — L= php” — 1 =ptopT —p +p" —
= (P 1) — (7 1)

olur; buradan da k sayws: ¢ift olur. (ergekten,
k sayisi tek sayt olursa, p® + 1 | pFe 41 ve
P+ 1 < p®+ 1 olacaktir, bu da imkansizdir.
k ¢ift oldugundan,

pa:g‘aﬂl:'p(k~—l)apa+r+pcy+r__p01+7'+pr —p'—1
:pa+r(p(kwl)a+l)ﬂpr(pa_}‘l)_{r__pr_1

yazabiliriz. Dolayisiyla p® + 1, p” — 1'i béler; bu
ancak r = 0 ise gecerlidir; yani zo = (k+1)« ise.

Buraya kadar yapilan yorumlardan veri-
len denklem (p*)¥+! + 1 = (p® + 1)¥° seklinde
yazilabilir. Simdi ilk ¢ozdiigiimiiz Diofant den-
kleminin sonuglarm p > 2, yo > 1 ve k41 tek
say1 sartlan ile birlestirirsek, k+1 =3, yo = 2,
p® = 2 oldugu goriliir, yani « = 1, p = 2,
zo = 3, Yo = 2 ve to = 3 elde edilir. Baska
sozlerle, p tek asal say1 ise, p° + 1 = t¥ Diofant
denkleminin negatif olmayan tamsayilarda, esas
olmayan ¢bziimil yoktur; p = 2 i¢in de tek esas
olmayan ¢oziim (z,y,t) = (3,2, 3) tir.

Matematik Diinyas: Yazi Kuruluna,

Oncelikle matematigi ok seven ve ileride matematik¢i olmak isteyen bir insan olarak bu
dergiyi gikardigniz icin size tesekkiir ediyor ve sizi kutluyorum. Ben Izmit Lisesi 6. dénem
(3. simf) Ogrencisiyim. Su anda OYS smavina hazirlaniyorum ve tek amacun bir matematik
boliimiine girip ileride matematikgi olabilmek. Derginizin adini duydum ve matematige olan
ilgim ve merakim nedeni ile hemen bir sayisim edindim. Igerdigi bilgilerin bir ¢ogu her ne kadar
benim bilgi seviyemi agsa da onu okumak bana biiyiik bir zevk verdi. Sizler matematigi gergekten
seven insanlar olarak “matematik diinyasi”ndaki biiyiik bir boglugu doldurdunuz:
okuyanlarin beyinlerini genisletiyor, onlara yeni seyler kazandinyorsunuz. Matematigi gergekten
seven tiim matematik dostlarma béyle giizel bir hizmet verdiginizden dolay sizi kutluyor ve
calisma azminizin ve zevkinizin hi¢ sénmemesi dilegiyle basanlarmiz siirekli olsun diyorum.
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