¥130. . we kadar biiyiitk olursa olsun,

1+‘1+l+1+ PR N
147916 (n—1)2  n% ="
egitsizgliginin dogru oldugunu ve her n igin
toplamin 2 — +1 sayismdan kiiciik oldugunu

gosteriniz. (.,‘;afak Alpay)
Cozlim. Her zaman
LR AR ISP 2
12 7 922 2 In 4|
egitsizliginin  dogru olmadifim varsayalim ve
egitsizligin saglanamadig1 en kiiglik dogal sayiy:
n ile gosterelim.

olmahdir. Varsayim geregi esitsiglik n — 1 ic¢in
dogru olacagindan,
9. 2 ! P 1

' 2ﬂ+1_12+22 (11—1)2

PROBLEM SEMINERLERI

1 < 2— £ oldugundan » > 1.

2 i
|2+
( 2(n— 1)+ l) + n?

elde edilir, Dolaysi ile

-2 < -2 1
2n41 2n — 1

esitsizligi vardir. Bundan elde edilen

& .
4n?—1 " n?

esitsizligi 4n® < 4n® — | gerektirdiginden,
varilan celiski sorulan esitsizligin her zaman
dogru oldugunu gosterir,

(Cozenlers Murat Aygen, Hasan Denker.)

Yaz aylarinda ara verilen Problem Semi-
nerleri programma Ekim ayindan itibaren devam
edilecektir, TUBITAK, Bilim Adam Yetigtirme
Grubn, Atatiirk Bulvan, No: 221, Kavakhdere,
Ankara adresinde yapilan seminerlere mektupla
da katilabilirsiniz. Once Ekim aymnda yapilacak
olan 95/8 ve 95/9 seminerlerinin sorularim vere-
lim.

Problem Semineri 95/8, 11 Ekim 1995

1. Ug boyutlu kartezyen koordinat sisteminin
merkezinden gegen bir dogrunun koordinat eksen-
leri ile yapti agilar «, B ve 'y’dn‘ a+ B4+ <
180° oldugunu gostenmz

2. Ug boyutlu uzayda ahnan egkenar ve
esacilt bir beggenin tim koselerinin aym dizlem
uzerinde bulundugunu gosteriniz. '

3. Sabit yarigaplt bir ¢cember, {i¢ boyutlu uza-
vda birbirine dik t¢ diizlemin her birine teget
kalacak bicimde hareket etmektedir. Bu ¢emberin
merkezinin geometrik yerini bulunug.

4. a ve b noktasal cisimleri nzayda, iki ayn
dogru-lizerinde sirayla v, ve vy sahit hizlanyla
hareket etmektedir. Uzermdekl her noktamn bu
iki-cisme uzakliklari oranr sabit, ve v, /vy olan bir
¢emberin varhgin gosteriniz.

Problem Semineri 95/ 9, 25 Ekim 1995

Not. Asagidaki problemlerde polinomlar igin in-
dirgenme ifadesi tamsayilar jzerinde indirgenme,
yani polinomun daha kigiik dereceli ve katsayilar:
tamsayilar olan pelinomlarin c¢arpum seklinde
yazilabilmesi anlammda kullanimugtir,

1. Hangi n pozitif tamsayilan igin

L+a+-- g™t

polinomu tam sayiar lizerinde indirgenebilir?
2. 2°—2z%41 polinomu tamsayilar iizerinde

indirgenebilir mi?

3. n > 1 bir tamsay: ve
p(z) = 2" + 5" 1 4+ 3

olsun. p(z) polinomunun tam sayilar lizerinde
indirgenemiyecegini gosteriniz.

4. Asagidaki polinomlarnn hangi n tam-
sayilant ign, katsayilar tamsayr olan. 2. ve
3. dereceden iki indirgenemez polinomun ¢arpim:
seklinde yazilabilecegini bulunuz.

(a) +az+n
(b) z°—z+n



COZUMLER

Simdi de Mays ve Haziran aylarinda
yapilan 95/5, 95/6 ve 95/7 seminerlerinin
¢oziimlerini veriyoruz.

Problem Semineri 95/5 )
Yonetim: Ali Doganaksoy, Tolga Etgi, Ozcan
Ozturk.

1. ¢= _1_%[5 ise, f(n) = [¢n] bir ¢coziimdiir.
f(n+ 1)y — f(n), 1 veya 2 olabilir. Bu deger
2 ise f(f(n) —n+ 1) = n ve bu degér 1 ise
f(f(n) —n+1)=n+1 olur.

2. Bir ka¢ gdzlem yaparak f(n)’nin, n’nin
ikilik - aghmimin ters cevrilmis halinin (bas-
langictaki 0’lari saymayarak) degeri oldugu-
nu gorebiliriz. Bu tahminimizi timevarimla
kanitlamak ‘i¢in f(n)’nin tammm kullanabili-
riz. Artik f(n) = n kogulunu saglayan n’lerin
ikilik diizende palindromik olan n’ler oldugunu
kanitlamg oluyoruz. Bu sayilardan 1995’ten
kiigiik veya ona esit olanlarimin sayisini ise kolay
bir hesapla 92 olarak buluruz.

3. -Once timevarun kullanarak n # 2.

isin f(n) — f(n — 1) degerinin 0 ya da 1
oldugunu gosterebiliriz. Ardindan f’nin sinirsiz
bir fonksiyon oldugunu da gosterirsek su sonucu
elde etmig oluruz: Her ¢ pozitif tamsays1 igin
oyle bir ardisik tamsay: dizisi bulabiliriz ki, bu
dizi sonludur ve f(m) = t esitliginin dogru ol-
mast igin gerek ve yeter gart m’nin bu dizide
olmasidar.

F(Fnik+1) = Fmy1 oldugunu timevarimla ve f
ve F,, ’nin tanimlarimdan kamtlanz.

4. (a) Kareyi 4 esit kareye bolip sag alt
ve sol ist kogelerine f(n)’ye karsihk gelen
parcalamayr uygularsak, f(n + 1) < 2f(n) + 2
elde ederiz. Dolaysiyla ap41 = 2a, + 2 bir alt
sinir olugturur ve a, = 27713 — 2dir. f(m,n),
her yatay dogru en fazla m ve her dikey dogru
en fazla n dikdortgen ile kesigecek gekilde kullan-
abilecek maksimum dikdortgen sayisi olsun. Bu
durumda

f(m,n) < 2f(m —- Ln=1)+2
“+max{f(m,n—2),f(m—-2,n)}

oldugu gbyle goriilebilir: A’y1 sol kenara ve
B’yi sag kenara bitisik en genig dikdértgenler
olarak ahp, kareyi bunlarm uglan - boyunca
iice parcalarsak, sagdaki ifadeyi elde ederiz.
Timevanmla f(m,n) <3242 — 2 goriilir.

Bu fikri kullanarak m > 1 igin
f(Fnir) = f(Fngr — 1) = Fp ve m > k igin

(b) Bu kisima ait bilinen bir ¢6ztim yoktur.

Problem Semineri 95/6
Yonetim: Semih Korey, Oytun Eskiyenentirk;

Cetin Um’g.

1. Soruyu bir olasilik problemine doniigtiire-
rek ¢bzecegiz. Sorudaki toplamu

i (Z)p’“(l -p)"*

k=r

) (" ~ra ~o)

k=r

ve

toplamlarimin fark: olarak yazalm. 0 < p <1
verildigi igin, tura gelme olasihgi p, yazi gelme
olasilifi 1—p olan paralardan n tanesi atildigimda
en az r tane tura gelme olasihigini diigiinelim. Ik
toplamin bu olasibk probleminin cevabi oldugu
aciktir. ;

Simdi olasilik problemimizin cevabmi bir
bagka yolla bulabm: r’yinci furanin tam olarak
k’yinci atigta olma olasihiklarimi £ = r,..., n i¢in
bulup, bu olasihklar toplarsak yine problemin
cevabimni buluruz. r’yinci turanin tam olarak -
k’yinci atigta olma olasihgimi & — 1 atig iginde
tam r — 1 tane tura gelme olasihg: ile k’yinci
atigta tura gelme olasihgini ¢arparak, yani

k—1\ ,._ e (r—
( )pr l(l_p)lc 1=(r 1)p

r—1
o (i

T

olarak bulabiliriz. Bu olasihiklari £ = r,...,n
i¢in toplarsak problemin cevabini bulmug oluruz.
Elde edilen ise ikinci toplama egittir.” Boylece
sorunun cevabi 0 bulunur. ' )
2. Once genel binom katsayisimi r € R
k € Z igin

(-{i=e,

olarak tammlayal.xm, z € '
(1 + z)" ’nin 0’daki Tay,lkor‘ a

dir.



soruyu ¢ozelim.

26\ 1 (2k)!
kJ 4k T klki4F

(2k)(2k—2) -+ 2(2k—1)(2k=3) -1

. klk'4k
_ e 5 )
- k!
T k!

bulunur ve buradan
(3) DM e (g—k D)
(k + 1)14k ‘ (k+ 1)
Ly _1y... *l—'—k-}‘l
iy mkr

- ("l?kQ(ki 1) h

elde edilir. Soruda istenen toplama T dersek,

1

T :22(.4)’“ (kva
= -2 Li;o(”l)k (ki 1) + (—1+ %)]

= —2[(1 -2 %] =1

bulunur:

3. Bu soruyu da bir olasithk problemine
dontigtiirerek ¢ozecegiz.  Yazi ve tura gelme
olasiliklar esit olan paralardan A, n + 1 tane,
B de n tane atiyor. - A’nin B’den daha fazla
tura atma olasthgt P(n) olsun.

Py = i "f:l (n) (n+1)
T 22l r k
r=0 k=r41 *
bulunur. Sorunun cevabi 22**1P(n) oldugundan
P(n)’yi bulmamz yeterlidir.
. Simdi P(n)’yi olasihk bilgimizi kullanarak

hesaplayalim: A; ve B;, A’nin ve B’nin attig:

- tura, Ap ve By, A’'min ve B’nin attifi yazi
sayilart olsun. P({4; > Bi}), A;’in By’den
biyik olma ve P({A2 > Ba}), A2’nin By’den
biyiik olma olasihiklar ise, P({41 > Bi}) =
P({Agz > By})’dir, ¢linki paralarm yaz1 ve tura
gelme olasiliklar: esittir. Bu gozlemlerden dolay:
As > By olmasin+ 1 -~ A; > n— By ol
masina, bu esitsizlik Ay < By olmasma ve bu ise

P({A; > B1}) = P({A:1 £ B1}) esitligine denk-
tir. Ayrlca P({A1 > B1}) + P({A1 S Bl}) =1
oldugundan P({A; > Bi}) = P({A1 < B1}) = %
ve buradan P(n) = P({A1 > Bi}) = £ bulunur.

* Boylece sorunun cevabi 22"+1(1) = 2?7 qikar.

4. Soruyu genel bir 6zdesligin 6zel bir halini
kullanarak ¢ozecegiz. Simdi m € N ve r € R igin

kf::o (mzr)mkym_k:g% (_kr)(hx)k(:c+y)’""°

ozdeglegini ispatlayalim. Bu ifadenin iki tarafim
da r’ye bagh m’yinci dereceden polinomlar

olarak diigtinebiliriz. »r =0,—-1,...,—m ve 0 <
k< micin (") = (7) = 0 oldugundan, is-

patlamak istedigimiz 6zdeglikteki toplamlarm iist
limitini oo olarak alabiliriz. (Genellegtirilmig bi-
nom katsayilarinin 6zelliginden dolay

m-+r m— r,r .
Z( k )‘“ky F=(@ty)™y
k>0 ;

ve

k};n (“kr)(‘“:c)k(xdg_y)vm_k' 7
- () ()

E>0

= (z+y)" (l* x:y)—r

=@+y"ty "

bulunur. Boylece r = 0,~1,...,~m igin, yani
r’nin.m + 1 farkh degeri igin, iki taraftaki r’ye
bagh m’yinci dereceden iki polinom esittir. Bu
ise iki polinomun esit olmasini gerektirir. Yani
her r € R i¢in 6zdesligin dogru oldugunu goriiriz.
Simdi ozdegligi =y =1 ve rr=m+1
oldugunda kullanalim: ;

2m+ 1 m4+k\
() -z )
k<m- k<m

elde edilir. Sol taraf Pascal iiggeninin 2m +
I’inci satirindaki ilk m teriminin toplammdir.
Ayrica Pascal iiggeni simetrik oldiigundan, sol
taraf $22m+1 = 22™ ye esittir. Boylece

+k )
22m —_ Z (nl )2—-k2m
k<m k

bulunur.  Buradan bulmak " istegimiz toplam
22m9=m = 9™ cikar.



" Problem Semineri 95/7
Yonetim: Semih Koray, Celin Urlis.

1. Renkleri Ry, R, Rs, R4, Rs ile gostere-
lim.
gore, uzayda swrasiyla Ry, Ra, R3, R4, Rs renk-
leri ile boyanmug Ai,As, Az, Asq, As nokialari
vardir.  Aj, A, As’in olugturdugu duzlem P
ve As, A4, As’ in olugturdugu diizlem de P, ol-
sun. Py ile Py cakigiyorsa Ai, As, Az, Aq, As
aym diizlem iizerinde yer alacagindan, 5 degigik
renk iceren bir dizlem elde ederiz. P ile
P, c¢akigmiyorsa, her iki diizlem de Az’
igerdiginden, bu noktadan gegen bir d dogrusu

iizerinde kesigirler. Bu dogru tzerinde R; veya

Ry renginde bir nokta varsa Py, R4 veya Rs
renginde bir nokta varsa P;, 4 degisik renk
igerecektir. Geriye dogrunun sadéce R ile boyah
~ olma durumu kalmaktadir. Bu durumda A;A;
dogrusu d ile bir K noktasinda kesigiyorsa,
kesigim noktast Rz renginde olacagindan dogru
tizerinde Ri, Ry, K3 renkleri bulunacak, A;Aa
dogrusu. ve A4 noktasimn belirledigi diizlem 4
degigik renk igerecektir.
dogrusu d ile kesigiyorsa, bu dogru ve A; nok-

tasmimn belirledigi diizlem 4 renk igerecektir. Son

olarak Ai1A; ve AzAs dogrulanmn her ikisi de
d’ye paralel ise, bu iki dogru aym P; diizlemi
iizerinde yer alacaktir. Boylece uzaydaki Ps
diizlemi Ry, Ra, R4, Rs renklerini igerecektir.

2. Diizlem iizerinde kenar uzunlugu 1 olan
bir ABC egkenar tiggeni alahm. A,B,C nok-
talann aym renge boyanmugsa, ABC tggeni
aradifimz oOzelligi saglayacaktir.  Bu durum
gecerli degilse, A, B, C' noktalarindan ikisi renk-
lerden biriyle, tgiinciisii de digeriyle boyalt ola-
caktir. Kullandigimuz renkler siyah ve beyaz ol-
sun. Genelligi bozmadan A ve B’yi béyaz, C’yi
_ siyah olarak kabul edebiliriz. BD ve CD ke-
nar uzunluklar: 2 olan bir BCD ikizkenar iggeni
olugturalim. D, ya B’den ya da ('’den farkh
renkte olmak zorundadir. (’den farkh renkte
oldugunu kabul edelim. [CD] dogru parcasinin
orta noktast E olsun. FE, C veya D ile
aym renkte olacaktir. C ile E’nin aymi renkte
oldugunu kabul edelim. CEF ve CEG egkenar

. liggen olmak lizere, diizlem iizerinde farkh F' ve

G noktalari alalm. F veya (’den herhangi
biri siyahsa, (¢ ve E siyah oldugundan dolays;
diizlem digerinde koseleri siyah ve kenar uzunlugu
1 olan egkenar iggen olusacaktir. F ve (’nin
her ikisinin de beyaz olma durumunda ise kenar
nzunlugu V'3, késeleri beyaz olan F (7D eskenar
ticgeni aranan ozelligi saglayacaktir. Yukaridaki

Her renk en az bir kez kullamldigina

Aym sekilde AgAs

kabullerin yerine, [)’nin B’den farkl renkte
olmasmin veya £ ile D’nin aym renkte ol-
mastnin kabu! ediliesi, bizi aym yolla ayni sonuca
ulagtiracaktir.

A B
2
1 1 1 D
2
B i C
. B
D
1 1
G

3. Once 1 ve 2 noktanmn boyama islemi igin
yeterh olmayacafimi gosterelim. -1 nokta igin,

. diizlem iizerinde sectifimiz noktay: merkez kabul

eden ve yanigapi rasyonel bir sayi (6rnegin 1)
olan ¢ember iizerindeki noktalar, boyamak igin
gereken sarti saglamayacaktir. 2 nokta igin,
diizlem tizerinde sectigimiz noktalar arasmdaki
uzakhg d ile gosterirsek, (d/2,d) arahfinda yer
alan bir rasyonel say: bulabiliriz. Bdyle bir = -
rasyonel sayisi igin, merkezleri segtigimiz nokta-
lar, yarigaplari da r olan ¢emberlerin kesigim nok-
talar1 boyama igin gerekli sarti saglamayacaktir.
" Simdi = boyama iglemi igin 3 noktanm
yeterlilifini inceleyelim. Incelemeyi kolaylagtir-
mak ic¢in diizlemi zy diizlemi olarak ele alip;
diizlem iizerindeki her noktayr = ve y koordi-
natlar cinsinden belirleyelim. Sectigimiz 3 nokta
(0,0), (1,0) ve (v/2,0) olsun. Siyaha boyan-

‘mayacak noktalart bulahm. Boyle bir (a, ) nok-

tasmin segtigimiz 3 noktaya olan uzakhklan ras-
yonel olmahdir. Bu uzakliklari koordinatlar cin-
sinden yazahm: ‘

Bu sayilarin kareleri
a®+ b, a® =2+ 1+b% a

de rasyonel say1 olmak zort
a = 0’dir. Bu degeri (x)’d
b2+1 ve b*+2 degerlerini



saymn karesi oldugunu elde ederiz. Buna daya-
narak u,v € Z ve OBEB(u,v) = | igin b = u/v
yazarsak, u? + v ve u® + 2v” degerlerinin birer
tam kare olmasi gerekir. Bu OBEB (u,v) = 1 igin
bir geligki olugturmaktadir. Dolayisiyla sectigi-
miz 3 noktaya olan uzakhk]a&mm hepsi rasyonel
olan bir nokta yoktur. Sectigimiz 3 nokta diizlem
tizerindeki biitiin noktalarn siyaha boyamak igin
yeterli olacaktir.

4. Boyle bir boyama n = 1, 2,3 i¢in miimkiin
degil, n > 7 igin mimkiindir. n = 4,5,6
i¢in ise, bu tiir bir boyamanin miimkin olup ol-
madify bugine kadar gosterilememistir. Simdi
boyamanm n = 1,2,3 i¢in miimkiin olmadigin:
kanitlayip, n = 7 igin bir boyama yolu gosterelim.
n =1 i¢in, dizlem tzerinde alacagimz birbirine
uzakhg 1 olan herhangi 2 nokta aym renkte
olacaktir. ‘n = 2 igin, diizlem iizerinde ke-
nar uzunlugu 1 olan bir eskenar iiggen alalim.
Bu egkenar li¢genin ti¢ kégesinden en az ikisi
aym renkte olacaktir. Boyle iki koge, aralarm-
daki uzakhk 1 olan aymi renkli bir nokta cifti
olugturacaktar.

n = 3 iin;, B ve C gibi aralarmdaki
uzakbk 1 olan iki nokta alahm. B ve (’hin
renkleri aynmiysa, boyama sart1 saglanmayacaktir.
B ve C'’nin farkh renkte olmasi durumunu ele
alahm. "BC’yi, B ve (C’den farkh renkte kabul
edebiliriz. Bu durumda A ve D aym renkte
olacaktir. Aym sekilde, aralarindaki uzakhk /3
olan herhangi bir 4,D nokta gifti icin ABC
ve DBC' tggenleri egkenar olacak sekide B ve
C' noktalari bulabilecegimizden dolay1, A ile
D’nin aym renkte olmamast halinde aralarin-
daki uzakhk 1 olan aymi remkli bir nokta ¢ifti
olugacaktir. Aralarindaki uzaklik /3 olan her-
hangi iki noktanin aym renkli oldugu durumda
ise V3 varigapli bir cember tizerindeki nokta-
larin hepsi bu ¢emberin merkeziyle ayni.renkte

olacaktir. Dolayisiyla gember iizerinde bulunan
ve aralarindaki uzakhk 1 olan iki nokta boyama
gartim bozan bir ¢ift olusturacaktir.

n = 7 i¢in, agagidaki boyama gekli boyama
sartim saglamaktadir. Burada altigenler gevrel
¢emberinin ¢apr 1 olan diizgiin altigenlerdir. Her
altigenin kiiglik sekilde koyu gosterilen kism, i
bolgesiyle ayn1 renge boyanmustir.




