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FAKTORIYEL TABAN ILE HATASIZ ISLEMLER

Oya Tabag *

Iste kiigiik ama ilging bir deney. Alahm
hesap makinemizi elimize ve 1/3 kesirini “I + 3”

vazarak makineye girelim. Aligilrms 8 basamakli

(lk sifir dahil) ondahk saymmz goriinecek:
0.3333333. Bu saymn 1/3 kesirinin tam degeri
olmadigmi biliyoruz, fakat yine de kabul edelim
ki yeterince yakin. Simdi ekrandaki sayiyr 4 ile
carpalim ve sonugtan 1 gikaralim.

4(1/3) = 1 =1/3 oldugundan yanitin yine
0.3333333 - olduguna sagirmiyoruz. Bu iglemlere
devam edelim. Yani ekrandaki goruntuyu
degistirmeden tekrar tekrar 4 ile carpahm ve
I gkaralum. Hesap makinemle ben bu deneyi
vaptigimda yedinci tekrardan sonra ekrandan
aldigim deger 0.3333333 degildi. 24. tekrarda ise
ekranda gorunen deger —9382.1659 idi.

Evet, yanhshk nerede? 1/3 kesirinin di-

*Ozel lziir Amerikan Lisesi 2. snuf Sgrencisi

jital olarak 0.3333333 seklindeki kullammmnda
3.3 x 107 7"den ¢ok daha kiigiik bir deger gozard:
edilmisti. Ama iglem sayis1 biiytidikce bu deger
de bityiiyiip yamtlarda ¢ok biiyiik yanhsiklara yol
actl. Boyle bir olay daha onceden hesaplanmsg
degerlerin bagka veya tekrar yapilan iglemlerde de
kullanildig1 bilgisayar programlarinda gergekten
“can sikicy sonuglara yol agabilir. Bu yazi, 1/3 gibi
rasyonel sayilarin dijital olarak tam karsilifimin
kullanilabilmesi i¢in bir yol anlatiyor. Boylece
tekrarh islemlerde ortaya ¢ikan hata payi ortadan
kalkiyor. Bu yol ise faktoriyel tabana gegistir.

Faktoriyel Taban

Ik kez 19. yuzyil Alman matematikg¢ilerin-
den Georg Cantor’un buldugu faktoriyel tabanda
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biitiin rasyonel sayilarin sonlu bir karsihgm bul-
mak miimkin [2]. Bunun nasil oldugunun an-
latilabilmesi i¢in 6ncelikle faktdriyel tabanin ne
oldugunun agiklanmasi gerekir.

N

Bu tabanin basamak degerleri olarak onluk
tabandaki gibi 10’un ardisik tslerinin kullanmu
yerine ardigik faktoriyeller kullanilir.

(a+2)! (a+1)! a! 3020 T
Orneéin, yukarida goruldugu gibi N
degigkenini bir faktoriyel taban sayismin a!
basamagindaki deger olarak kabul edelim. N 'nin
buradaki gosterimi bu basamagin onluk tabanda
N - a! degerini igerdigini ifade eder.
Sayisal ve karsilagtirmali bir ornek ise su
sekildedir: Onluk tabanda

321.1,, = (3:10%) +(2- 101 )+ (1-10°) + (1-1071)
iken faktoriyel tabanda

3211, = (3-30) 4+ (2-2) 4+ (1- 1)+ (1-(2)7)

= 23.5,,
olur. k

Bu sayilann ifadesinde en onemli nokta
gudur: Bir faktoriyel taban tamsayisinda, a!

basamaginda yer alabilecek en biiyiik sayr a’dir.
Ornegin 5000, gibi bir ifadeyi faktoriyel tabanda
yazmiyoruz. Bunun sebebi ise bu saymin onluk
tabandaki degerinin 5-4!, yani-5! olmasidir. Aym
degerin dogru gosterimi 10000, seklindedir.

Eger ele aldigimiz basamak, faktoriyel nok-
tasinin sag tarafinda ise, yani basamak degeri
1/a! ise, burada yer alabilecek en biiyiik sayi
a — 1’dir.  Ornegin' 0.004, gibi bir ifadeyi
yazmuyoruz, ¢unki 4(1/4!) = 1/3P’dir. Bu
saymin dogru gosterimi ise 0.01, = 0.16,
seklindedir. '

Bir de basamak ayiriminda bir zorluk
vardir ki bu sadece 9!’den biiyiik ya da
1/9!den kiigiik basamaklan gerektiren sayilar
icin gegerlidir.  Sebebi ise bu basamaklara
gelebilecek sayilarin 2 veya daha ¢ok rakamli olma
olasihgidir. Ben de bu sayilar1 diger basamaklar-
dan ayirabilmek igin agagidaki ornekte goriildiigii
gibi kesme igaretini kullanmay1 uygun gordiim:

410000000000, =4« 11! + 10 - 10! =43545600,, .

Burada gordiiglimiiz gibi onluk tabanda basa-
maklara gelebilecek rakam sayisi 10 tane ile siirh
iken, faktoriyel tabanda sinirsizdur.

Faktdriyel tabandan onluk tabana gevirim
yontemi bu tabanin tarifinden anlagiliyor. Simdi

[9]
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onluk tabandan faktoriyel tabana gevirim yol-
larina bakalim. Bu, tamsayilar ve kesirler icin
farkhdir.

Bir onluk taban tamsayisini faktoriyel ta-
bana ¢evirmek i¢in, bu tamsay1 2’den baglayarak
ardisik sayilarla, kalan bolenden kiigiik olana
kadar “bolliniir. Elde edilen son bélim ve
her bolimde artan sayilar ters sirada yazilarak
faktoriyel taban tamsayisi bulunur. -

Ornek. 27, = (7).,

27 2
- 26 13
- 12 4
[ - 4
|
Dolayisiyla :2710 = 1011, . Saglamasim yapalim:
(1-4h)+(0-3)+(1-2h+(1-1hy=27,.

I’den kiigiik bir pozitif kesiri ¢evirmek igin
ise, bu kesir sirayla 2’den baglayarak ardisik
sayllarla, garpim kesirsiz tamsay1 olana kadar,
carpilir. Bu iglem yapihirken her ¢arpimin tamsayi
kismi garpimdan gikarilir ve kesirler sadelestirilir.
Elde ‘edilen tamsayilar noktadan sonra yazilarak
faktoriyel taban sayis1 elde edilir.

Ornek 1. (1/5),s = 0.2,, = (M)s

tamsayi kismi

(1/5) 2 = 2/5 0

(2/5)3=6/5=1+1/5 1

(1/5) 4 = 4/5 0

(4/5) 5 = 4 4
veya

tamsayi kismi

(0.2) 2 = 2/5 : 0
(0.4)3 =6/5 =1+ 1/5 I
(0.2)4 = 4/5 0
(0.8)5 =4 4

Dolayisiyla 1/5,, = 0.2, = 0.0104, . Saglayalim:
(0/2) + (1/31) + (0/41) + (4/5) = 1/6 + 4/120 =
(1/5);4 - '



Ornek 2. (1/6),0 = (M-

tamsayt kismi
0
1

(1/6)2 = 2/6 = 1/3
(1/3)3 =1

Dolayisiyla 1/6,, = 0.01.. Bunu da saglayahm:
(0/21) + (1/3D) = (1/6),, -

Onluk tabandaki kesir sirayla ardigtk
sayilarla ¢arpildigh igin, bir noktada kesirin pay-
dasmin biitiin bolenleri sadelegtirilmig olacaktir
ve boylece ¢evirme iglemi sona erecektir. Iste
bu sebeple faktoriyel tabanda biitiin rasyonel
sayilarin, noktadan sonra sonlu sayida basamakla
ifade edilebilen birer tam dijital karsithg vardur.

Aritmetik Islemleri

Simdi sira aritmetik iglemlerine yani top-
lama, ¢ikarma, ¢arpma ve bdlmeye geldi. Benim
geligtirdigim toplama ve gikarma iglernleri itkokul
ogrencilerine dgretilen onluk taban toplama ve
¢gkarmasma benziyor. Buna karsihk ¢arpma ve
bolme iglemlerinin, onluk tabandaki kargsiliklart
ile kiyaslandiginda, ¢ok daha karmagik ve sikic
olduklar1 goruliyor.

Toplamada bir basamaga konmasi gereken
sayl, buraya gelebilecek en biiylik degerden
de biiyik ise bu saymun fazlasi sol taraftaki
basamaklara nakledilir. Bu da bu saymmn
sol taraftaki basamak degeri ile bolinmesi ile
olur. Bu sol taraftaki basamak noktanin solun-
daysa gegerlidir; eger sol taraftaki basamak nok-
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tanin safindaysa, o zaman sayumez sag taraftaki

basamak degerine boluniir. ,
Ornegin 2! basamaginda toplama sonucu

elde edilen bir 5 sayisint 3!-basamagma gecirmek

" igin 3’e bolmek gerekir. Bolim 1, 3! basamagina

gecirilir; kalan 2 ise 2! basamagina yazilir. Ben-
zer gekilde 1/3! basamaginda toplama sonucu
elde edilen bir 4 sayisim 1/2! basamagma
gecirmek igin gene 3’e bolmek gerekir. Bolum
1, 1/2! basamagmna gegirilir; kalan 1 ise 1/3!
basamagmna, yazilir.

Ornek. 21.02,
+ 2012,
712001,

Saglama: (5+2/6)),,+(4+5/6),, = (10+1/6),,-

Chkarmada ise sol basamaklardan oding
alman 1 degerleri alinan basamagmn _degeri ile
caprilarak sag basamaga nakledilir. Ornegin 2!
basamagmdan alman bir 1 sayist, 1! basamagina
2 olarak geger.

Ornek. 120.11,

11.02,
101.02,

Saglama: (10+4/6),, — (3+2/6),, = (T+2/6),, -

1 sayisimin toplama ve ¢ikarmada kulla-
nilan transfer dizisi, yani soldan saga aktari-
lirken ¢arpilmas: gereken sayilar dizisi, agagida
gorulidigu gibidir:

4 3 2 2 3 4 5
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
4! 3! 21 1! 29! 39t [an-t [51-1
Carpma ve Dbolmede ise olusan. kismi Ornek. 301.12 .
¢arpim ve bolimlerin faktdriyel tabanda kul- X 211 .
lanilabilmesi igin iki yol vardir. Bunlar bolerek 001 .
ve ¢arparak dagitim algoritmalaridir. Eger bir 0.012,
basamaga gelmesi gereken say1 gereginden biiyik 0.1 &
ise bu say1 boliinerek sol taraftaki basamaklara 0. .
faktoriyel taban tanimima uygun olacak sekilde . -
dagitilir.  Eger bir basamaga gelmesi gereken 301.12
say1 bir kesirse bu say1 carpilarak tamsayi ola- 1.02
cak gekilde sol taraftaki basamaklara dagitilir. 0. .
Faktoriyel tabanda basamak degerleri smirsizdir 20,
ve bu nedenle ¢arpim tablosu sonsuzdur. Bu 0. -
yiizden ¢arpma isleminde ¢arpan saymin rakam- + 3000, .
larinin her biri tek basina onluk tabana ¢evirilir. _m
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(19 +5/6),, x (6 + 1/2),, = (96 + 2/24),, de
iglemin saglamasidir.

.“Qarpan saymin en sagindan ba§layarak
biitiin basamaklarindaki degerler onluk tabana
¢evriliyor. Carpilan sayimnin rakamlarinin her
biri bu onluk taban degerleri ile carpihyor ve
dagitim algoritmalarindan - uyan bir  tanesiyle
faktoriyel tabanda toplamaya uygun halde ohmasi
i¢in faktoriyel tabana gevriliyor.

Bolme igleminde ise bolenin bir biitiin ola-
rak onluk tabandaki degeri kullanilir.  Bdliine-

cek saymin soldan saga dogru biitiin basamak-

lar1 tek tek boliiniip ‘dagitim algoritmalarindan

uyan biriyle bu tabanin tanimna uygun gekle ge-

tirilir. Daha sonra biitiin degerler alt alta yazihp
toplanir.

Ornek.

1.02. | 101,

0.120251,
+ 0.012415,

1.003206,

Saglama: (1+2/6),, +(1+1/6),, = (L+1/7),,.

Bilgisayar Hesaplan

Artik aritmetik algoritmalar geligtirildigi
i¢in bunlar: bilgisayar programlarnna gevirebiliriz.

" Boylece faktoriyel tabanin avantajlarini gostere-

biliriz. Benimn yazcdigim bilgisayar programlary
QuickBasic dilinde.

Makalenin baginda tarif ettigim deney, Pe-
ter Wayner'in 1988’de Byfe dergisine yazdig: bir
makaleden alinmugts {2]. Iste faktoriyel tabanm
avantajlarinin gosterilmesinde yine bu deneyden
yararlaniyoruz.

f(2) = z(n + 1) — 1 fonksiyonunda =
degiskeni i¢in 1/n degerini girdigimizde sonu-
cun hep 1/n olmasi gerekiyor. Yani fonksiyona
verilen ve alinan degerler aym oldugu igin, bu
islemi sonuglarin tekrar veri olarak kullanildig
bir “déngii” fonksiyonuna dénigtiirebiliriz. Ma-
kalenin baginda n degerini 3 olarak kullandik ve
iglem déngisii ¢ogaldik¢a aldigimz sonuglar da
1/3’ten uzaklagti. Fakat faktoriyel tabam kulla-
narak aym fonksiyonu yine n ig¢in 3 sayisu kul-
lanarak ¢alhgtirdigimizda bilgisayardan aldigumiz
sonug tablosu asagida goriiliyor.

i§]em sayisi z Faktoriyel taban ile Normal iglem
1 1/3 0.3333333 0.3333333730697632
5 1/3 0.3333333 0.333343505859375
10 1/3 0.3333333. 0.34375
15 1/3 0.3333333 11
20 13 0.3333333 10923
25 1/3 0.3333333 11184811
30 1/3 0.3333333 11453246123
35 1/3 0.3333333 1728124029611
40 1/3 0.3333333 1.2009599006321132 x 10'¢
45 173 0.3333333 1.229782938247304 x 101*
50 1/3 0.3333333 1.259297728765239 x 1072

Kisaca yukarida tarifi gorilen faktoriyel
tabanm, sonugta istenen netligin hizdan daha
onemli oldugu bilgisayar programlarinda kul-
laniimas: diigliniilebilir.

Tabii ki hem bilgisayarlari hem de hesap
makinelerini ragyonel sayilarin p/q (p ve q tam-
say1) seklindeki kullanim icin programlayabiliriz,
fakat dijital formda olduklan igin faktoriyel taban
kullanildiinda’ rasyonel saylarmn biiyiikligiinin
kiyaslanmas: dala“kolaydir. Ornek vermek gere-
kirse, (17/35),, 108)“,’ arasinda yapilma-
s1 istenen bir ka‘rﬁa, , ‘aym degerlerin fak-
toriyel tabandaki g iﬂ inde daha kolaydur:
0.023315, ve 0

Bundan sonra ise bu tabanla ilgili. pro-
gramlarin hizlandirilmas: ve boylece kullanim
daha kolay bir taban haline gelmesi konusunda
caligmalar yapilabilir.

Program isteme adresi: Mustafa Bey cad.,
34/6, Alsancak, lzmir 35220.
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