SAYILAR KURAMINDA COZULEMEMIS

UNLU PROBLEMLER

Safak Alpay *

Bolu’dan yazan sevgili okurumuz Barg
Ozturk matematikte ¢ozilemeyen problemlerin
yaymlanmasini istemisti. Bu istemini sayilar ku-

ramndaki problemlerle yerine getiriyoruz.
' Sayilar kurami, kolayca sorulan ama pek o
kadar da kolay yanitlanamayan sorularla dolu bir
alan.

1. 2 ve 8’den farkh olan ve 2"’nin 3’iin farkh
kuvvetlerinin toplami olarak yazilabildigi
bir n tamsayis: bulabilir miyiz?

() ifadesi, (z + y)" ifadesinin aglhminda

z""Ty" 'nin katsayisidir. Ornegm
no_ n ” n n—1 n n-2, 2
(z+y) ,~<0)£ +(1)x y+(2)x y
[ n » n-1 n i
+ +(n-1)$y +()y

yazabiliriz. 1 < r < n olmak iizere, (7), Pascal’
ait olan

(n) o n(n—l)(n—-2) (n-r+l
r) o 1 2 3
‘n!

ile veriliyor.

2. 105 sayismmn (*") saywsim boldiigi sonsuz
tane n dogal sayisi var midir?

. 3. Amimsanacaf gibi asal sayilar bolenlerinin
sadece 1 ve sayimn kendisinin oldugu
sayilardir; 2,3,5,7,11,13,17, ... gibi. Asal
sayllarin sonsuz tane oldugunu biliyoruz.
Ote yandan, 2n —1 ve 2n + 1 sayilanndan
h%r ikisi de asal sayilar ise bunlara ikiz asal-
lar dxyoruz (3,5) ve (5,7) ciftleri ikiz asal-
lardur, Ik:z asallar sonsuz tane midirler?

4. n?41 §eklmde olan asal sayllar sonsuz tane
‘ mldlrler‘? :
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5. n?+n+1 seklinde olan asal sayilar sonsuz
tane midirler?

6. 2p+ 1 sayisimn asal oldugu p asal sayllan
kag tanedirler?

7. Hem Fibonaci sayis;, hem de asal olan

sayilar kag tanedir [1], [2]?

8. p asal olmak izere, 2P —1 seklinde olan asal
sayilara Mersenne asalt diyoruz. Mersenne
asallari sonsuz tane midir [5]7

9. 22" +1 sayismin asal oldugu ve 5 < n olan
n dogal sayist var midir?

10. Goldbach savi [3]: 4 < n olan her n dogal
sayisl i¢in p + g= 2n egithé ni ;

ey

mukemmel sa,yx olup olainayacakiarx

" Sonraki sorularimiz igin ortak ve en bii-
yik ortak bolen kavramlarina gereksinimiz var.
Birgogumusz tarafindan bilindigini sanmakla be-
raber, tekrarlamakta yarar var. c¢ tamsayisi a
ve b tamsayilarim boliyor ise cla, c|b yazanz
ve c¢’ye a ve b'nin ortak boleni deriz. Ornegin,
36 ve 60 sayilarimim ortak bolenleri 1,2,3,4,6 ve
12°dir. Kusgkusuz a ve b verildiginde 1la, 1}b
oldugundan ortak bolenlerin kiimesi bog degildir.
cla ve c|b oldugunda ¢ < min{e, b} oldugu bes-
bellidir. a ve b sayilarin bolenleri iginde en
onemlilerinden biri en biyuk ortaek bilendir ve
(a,b) ile gosterilir. d = (a,b) ise d|a ve d|b’dir ve
eger cla, c|b ise, ¢|d oldugu besbellidir. Ornegm,
(36 60) = 12 ve (20,30) = 10.



13. Simdi Euler (1707-1783) tarafindan bulu-
nan unlii bir fonksiyon ile ilgili bir soru
soracagiz. n dogal sayisi i¢in ¢(n), 1 <
k < n olan ve n ile aralarnda-asal, yani
(k,n) = 1, olan k sayilarinin sayis: olsun.
Ornegin, k = 1,2,4,5,7 ve 8 icin (k,9) =1
oldugundan ¢(9) = 6’dir. Aym sekilde,
¢(10) = 4’tiir, ¢iinki sadece k£ = 1,3,7 ve

++9.i¢in:{k; 10) = 1 dir..Bu fonksiyonla. ilgili:

sorumuz, ¢(z) = n esitliginin tek ¢ozimu
oldugu n tamsayisinin olup olmadigi.

14. g ve n, 0 < g < m ile (g,m) = 1
kogullar: saglayan tamsayilar olsun. - Eu-
ler’a ait bir teorem ¢#(™ = 1 (mod m)

oldugunu verir. Cogu kez daha kiigiik bir
k sayis1 igin g*
Ornegin ¢ = 4 ve m = 7 igin (4,7) = 1
ve ¢(7) = 6, fakat 4> = 1 (mod 7)’dir.
h tamsayisi, g" = 1 (mod m) esitligini
saglayan en kiigiik tamsayr ve h = ¢(m)
ise g tamsayisina - (mod m)’de ilkel kik
denir. Ornegin, 3 ve 5, (mnod 7)’de ilkel
koklerdir. 2 sayisinin  (mod p)’de ilkel kék

oldugu sonsuz tane asal p var midir?

Asal olmayan n tamsayisi, n ile aralarmda
- asal, yani (b,n) = 1, olan her b tamsaysi
igin. 87! = 1 (mod n) esitligini saghyorsa, n
sayisina Carmichael sayist deniyor. 561=3-11.
17 sayisimin en kiglik Carmichael sayisi oldugunu
biliyoruz. Bunu hemen gorebiliriz de: (b,561) =
1 olsun. '3, 11 ve 17, 561’in asal bolenleri
oldugundan, (b,3) = (b,11) = (b,17) = 1 ol
malidir. Fermat’nin kiiguk teoremmden 2 =1
(mod 31) ve dolayst ile 6560 = ($2)280 = 1280 = |
(mod 3) elde ederiz. Benzer gekilde, b1° = 1
(mod 11) denkliginden,. b%%° = (b10)%¢ = 156 =
1,(mod 11)  elde ederiz. . Son.olarak, - b*¢
1 (mod 17) denkliginden elde ettigimiz. °° =
(6*6)% = 135 = 1 (mod 17), bize 550 = 1
(mod 561) Verir. Her Carmlchael sayisinin tek
ve.en az lg tane asal ¢arpam oldugunu da bi-
liyoruz. 1980 yilma dek 10'° sayisindan kiigiik
Carmichael sayilarmin sadece 1547 tane oldugu
blhmyordu

Ik bir kag Carmxchael SayIsk 1105 =5

13-17, 1729 = 7 -13 - 19, 2465 = 5 .17 -
29,.1821 = 7 .13 - 31. Gorildigd gibi ilk
bes Carmichael sayisimin ¢ asal garpani var.
Gergekten Carmichael. sayilarinin tek ve en az
i¢ tane asal carpam oldugu biliniyor. = Dort
asal ¢arpam olan Carmichael sayist bulmak igin
41041’e ¢ikmak gerekiyor, ¢linki 41041 =7-11-

H

= 1 (mod m) dogrudur. ,
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13-41. Beg asal carpani olan Carmichael sayisi ise
asal carpanlari 5,7,17,19,73 olan 825265 say1si.
Carmichael 1912 tarihinde yazdig1 makalesinde

. 6nbesg tane boyle sayr veriyordu:ve kendi ad ile

anilacak bu sayilarin sonsuz tan@oiduklarml ileri
stiriyordu. :

1980 yilinda Pomerance, Selfridge ve
Wagstaff’in 25 x 10'0 sayisindan kiigik Car-

-michael:sayalarinin. 2163 tane oldugunu,-1990’da

Jaesche’nin 10'2°den kiiclik Carmichael sayila-
rnin 8241 tane ve 1992 yihinda ise Pinch’in
10%%ten kiigitk Carmichael sayilarmin 1052212
tane oldugunu gostermesi bu sayilarin gergekten
sonsuz tane olduguna igaret ederken, hesaplar on-
larin 10!%’e kadar nadir olduklarim gésteriyordu.
Hatta Paul Erdés 1949’da Carmichael sayilarin
carpumsal terslerinden olugan serinin, yani P
Carmichael sayist olmak uzere

1
>E

k=1

e

serisinin yakinsak oldugunu gostererek bu sayila-
rin ne kadar nadir olduklarina bir 6lgii bile veri-
yordu.

1956 yihnda Panl Erdds Carmichael sayi-
lari icin bir regete veriyor. Buna gore, verilen bir
N dogal sayisi i¢in

i) p-1 saylsmm N sayismm boldigi, fakat
p’nin N sayisim bolmedigi p asal sayilari
segilir;

(i1) birinci adlmda buiunan asal saylarn alt-
kiimelerinden secilen asallarin g¢arpimlar
(mod N)’de 1’e esit olanlar alinir;

bu garpimlar Carmichael sayilaridiz.

Erdés algoritmasmi daha iyi anlayabilmek
icin N = 120 alahm. 120 sayisim bolmeyen,
fakat p — 1’in 120’1 boldiigi asal p sayilan
7,11,13,31,41,61°dir. Boylelikle (i) aduminda
bulmamz gereken sayilari bulduk. = Bunlar
a.rasmdan

41041 =7-11-13-41 =1 (mod 120)
172081 =7-13-31- 61 = 1 (mod 120)
852841 = 11-31-41-61 = 1 (mod 120)
oldugunu hesaplayabiliriz. Dola}yfilsl“ile 41041,
172081 ve 852841 sayilar1 Carmichael sayilaridir.

1992 yilina kadar on bin taneden az

Carmichael sayist bilinirken Erdds’iin -yukandaki
recetesini geligtiren Alford, 21 Ocak 1992°de en



